تست ای 


بن‌ادز تنمام کشو د۲۵ ز یال و« 


بز_- ۲ ی ۱ 1 

بو و رل وایاتوو 
یج 
رخ۲ رس موس رن 
1 


۱ 
۱ 


۳0901 952 


توانا بود هر که دانا نود 


۳ مر ‌ ۳ ی 
وزارت امو رس وال 


حق‌چاپ محفوظ 


این کتاب که به وسیلة آقایان : موسی آذر وش ۰ 
احمد پيرشك » جها نگیر شمسآوری » عبدالفنی علیم 
مروستی » پروفسور تقی فاطمی » باقر لحوی و شادروان 
محسن هثر پخش نارش پافته . برطبق ماد ۳۴ گانون 
کتا بهای درسی و اساسئامة سازمان کتا بهای درسی ايران 
بر ای‌تدد بس ور د بیرستا نها بر گز یده شده آست , 
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کتاب یکی از ارکان اصلی آموزش و پرورش در 
اجتماع کنونی بشری است. هر دانش پژوه که خواهان 
حل مشکل با درك سقتیقتی باشد» از مصاحبت کتاب و 
توسّل بدین وسیله مطمئن و مشاور موتمن نا گزیر است. 

دانشآموزان با استعانت از کتاب می‌توانند به 
جهان بیکران علم دسترسی بابند و سرمایهٌ لازم برای 
رفاه حال خویش و تعالی جامعه خود کسب کنند. 

وزارت آموزش و پرورش مساعی خویش را بکار 
می‌بر د.غا .یزای استفادة دانش آموزان کتابهایی عرضه 
کند که با.پیشرفتهای علمی و فنّی جهان مترقی امروز 
هماهنگ و بر اساس جدیدترین اصول آموزش و پرورش 
تنظیم شده باشد. 


نباید از نظر دورداشت که با وسعت دامنة علوم در 
جهان امروز» هر اندازه کتب درسی جامع و کامل تهیه 
تخل نات کی مرا هی علسی حوانان تس ۶ 
دانش آموزان گرامی نبابد مطالعات خود را به این کتب 
محدود سازند» بلکه باید با رامنمایی معلمان خویش در 
ساعات فراغت به مطالعه کتابت در کنار دروس خود 
بپردازند و اوقات عزیز خویش را برایگان از کف ندهند. 

بر محتقان و مزا لغان کفرر فرضی است که دز واه 
تهیَهٌ اینگونه کتابها بکوشند. بخهنوص در این عصر 
مترقی که به اراد شاهنشاه آریا مهر و در سای انقلاب 
ششم بهمن ماه ۱۳۳۱ و با اجرای طر ح سپاه دانش » 
امالی نقاط دورافتادة مملکت نیز از نعمت سواد برخور دار 
گردیده و هر روز بر عدة افراد کتابخوان کشور افزوده 
می‌شود فرصت را غنیمت شمرند و به تألیف کتابهایی 
مد در رشته های مختلف علوم و فنون و ادب پپرداز ند 
و از این راه به پیشرفت فرهنک و علوم و رشله اقتتضادی 
کشور خدمتی ارزنده بنمایند. 


وزیر آموزش و پرورش - د کترفرخ رو پارسای 


عنو ان 
فصل ادل 
مراجعه و تکسل - مدمه 
تقارن 
فصل دوم 
3 راجم به توابع يك متغیر - تعاریف 
حد 
پیوستگی 


تعیین جهت تغییر ات تابع 

موارد آستعمال مشتق 

تعین تحدب وتعر منحنی ونقطه ات 
فصل سوم 

صور مبهم و رفم ابهام آنها 

مجانب 
فصل چهاد م 

رسم منحنی نمایش تغییرات توایم 


ست درو جو مد و علاست رشه‌های معاد له در جه ِ_ 


پارامتری ومقايسة يك با دو عدد باریشه‌ها 


۶۵ 


۷۹ 


۱۳۹ 


عموان 
بحت در وحود و علامت ریشه‌های معادله درجه دوم 
پارامتری و مماسه اعداد بارشه‌ها ره كمك نمودار ۳ 
تعبین عده رشه‌های معاد له درحه سوم واندازة تقربی 

۱ ۳ مس 
توابم اولی ومر ارد استعمال آن درمحاسبه سطح وحجم ۱۶۵ 
مسائل امتحانات نهایی و مسابقه‌ها ۹۶ 


لطفاً این غلط چاپی دا تصحیح فره‌ایید : 


صع<4 سطر ی ِثِ ت 
"۹ ۵۲ [ 
۳ ۳ ۱ ۸ ۸۹۱ 
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تسام دا 


مختصات بك نقعه از صفح؛ - برای اینکه حای نقطدای 
۳ نید ۲۷ 3 در بات ده 3 ۳ 4 حسن ۳ مي کنیم 
در ِ ,هد 6 در محور عمود بل ۳ 9۹ 2 ۷ ۳ هی کنسم 
۱ سس ۲ 
2 هبو بر آب () و 2 هر بات ار 
۳ 


محو ر بدست می | دم 


وه 3 
- 5 
۲ ۱ یر یمه ۱ گم ۱ 
۳ که ۳۹ مر 4 
وس تس سم .> ِ» رم 
1۷ ِ" 
حامل 0 بر محجور ) را 
لول با تسه 4و ۳3/0۳ ( نداز: : 
صولن د رز دشوعله ۳ ) نش ار 


7 7 ۲ ۰ طِ 3 ۱ 
چبری تصویر 0۳ پرمحور ۷۳0) را عرض یا لا نقعله 1 می‌گویند . 
7-0۲ 
طول 3 عرص هر نتدله ۳ میت:صبات ان و در کی اه مفر وض 
هی شو د 3 نت ۳ و و 19 ۷ مي تران جای 1 نله را 


تندست مر ۰ 


3 


عموان 
بحت در وجود وعلامت ریشه‌های معادلةٌ درجه دوم 
یارامتری و مقاسه اعد اد بارسه‌ها به كمك نمودار ۳۳۰ 
تسین عده رشه‌های شاد 4 در حه 9 واندازه تقربی 

۱ ۱ سب 
توابع اولی ومو ارد استعمال ان درمحاسیهٌ سطح وحجم ۱۶۵ 
مسائل امتحانات نهایی و مسابقه‌ها ۷۶ 


لطفاً این غلط چاپی دا تعحیح فره‌ایید : 


صغ<4 سطر ِ ۳6 ب‌ 
۹ ۵۲ ۵7 


۱2 


لام حجد] 


۳ میحنصات بل زهرور 4 از روج ب برای ان حای نع#طدای 


ما ۳ ۷ ۳ در بات صیراصه ها َ حسن 1 مبی 3 . 
در برع نآ 6 محجو ر عمو د 0 )۲ 7 ۱2۸2 رسیم می لنیم 
۱ چا 0 
2 هو بر آیا ز) را زر کی هر دا از دور 
۳۲ 
مجور دست هی 2۱ بت 7 
اب - ۱ 
ِ_ ۱ ۳ 
( اندارَه حبری تصوبر 1 که ِ 
بت ای نب ۳ 
۷ ۱ 
حامل )6 در محور 3 ۳ 
۷ 


ملول با * نقعله ۷ و 0۳ (اندازد 


ج- 1 ۱ 2 ان 
بر ی) هو در ۷) ار محو ر بل ‌( را عرص 5 ۷ تمحله می گو دند 
۵۲ سد > 60۵0۳ تب 7 
طول و عرض مر نقدله را میختصات آن تقطه در دستگاه مفروض 
۷( ۳۳ وه ّ 
۲ ی 
می‌شود و ۷ ۳ 0 مختصات شمه ۷ می‌توان دای 1 نله را 


بدست ا ورد ۰ 


9 


0 ۳ مبدا میحتصات » محو زر ۹4 ر محو ز طو لا 1 محجو ر ها 


و محور ۵ ۳ میجو ر عر صیرا 8 مهو ر ها می گو ند : 


هر گاه طول و عرص نقطه ۷۵ بتر تس ۵ و ظ باشند اسعاور می - 


8 


(! و ۵) ۷۲ ۳ ۳ و می‌خرانم ۷1 ره تیا .13 ار > 


دصر ۵ " جون درقیز يلك معمو ۱ : نی که دا ی نما دس 
داده مبی‌شو ند ها و واحد‌ها ‌ 


.فا 


ما در چیرکه فقطکمیت لول با دراذی بکاد برد 


ای هک ان مرب 
نیز مزفاوت است . 


4 9 ۱ ۲ هو ای 9 
ی وا.حدی 1 ی ۱ هدر زر میج مات مر شمه دی‌سود تس و ۹ 


ت‌‌ 


سس 


» ۳ 
ری 2*٩‏ 4ض۳ ۱ 
۱" ۷ ۱ 
۱ و ۷ لا 
ها وله خی ۸1 من 


زت ۷ ۸8 


ه مات ۱ وس (عد حمل زا یا زان ار : 
وه ۳ 0 
پ زج - 2 ۳ 1" 
۳ 
1 8 ‌ شر 


۳ب بطلور کی اگر ۷۲ نقطدای از قطعد خط ۵ باشد شمی 
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نقطل؛ ۱ 


اک( تن 6 
چا( ۱  )‏ 1 


(ذحیج> س‌ ۳ ئ محل نالاتی ما ندها 6 0 ۹10 ۰ ۳ 


: ۱ 
ِ ظ ۸ ‌ 9 


ی 
)سم 


گم شنت مین محخصات . اسنقال محوزها ‏ اخرمحورهای 


نب مه ۱ ا ۶ ۳ ی ِ ۱ 

مات ۵۷۲ را دض 5 ‌ ی( محر کت د همم تا مدا میختیان 
1 

پر نع ی 0۱ مبعلنق شود » با فرن اف در ۷ میجتمات تمد ۷ در 

سیب 


ِ ۱۹ ۹ ۳ وا 2 
رن ۹97 ۶ 4 ‌ّ ۷ میا وک هار -- در ادن ۵ تا 


دار 
1 
4 عت ۱ 
۲ + ۱ ۷ 
۲ -د را ۱ 6 
ّ. ۲۷ ۱ ۱ 
۱ 1 / 
4 ِ ۱ 
و ار ا دم هت ی 
زب ۱ 
ا ۱ 
و 0 ۱ 
7 1 ۷ ۱ ۱ ۳ 
۱ ۱ 
«عر_دن او لا در را ساه ْ ۱ / 


وا ۲ اور دی هد ۳ 


س 5 ۱ 
ی (۰« ۱ ار معدور دای ۵ ساب را 


 ب‎ 


به تساه (۱-" و ۱),) انتقال دهیم چه داباه‌ای بین مختمات جدید ۳ 
هه معادلة بلق خبط ( راست با مند: 


۲ ی 8 صم<-ی ( ی ی ارم ۳ سل مجورو.ان بات ۸ 


برای 9۹۹ ن نقطه روی یل داد ۱ ی یل ۴ نما ش صدسی 


معاد(4 بات حعد در است » ندیت, 4طول وعرض کی از تقاط آن ؛ از 
درجه اول است . 
تاداس نما بش مدای هر معات با زر سج!؟ او ل | سیت ه * و ۷( جعل 
اف ات : 
۱۳۹ سر امس اه اک حمل 0 سبح سرت راو سد ی دم 
2۳ برابر ۲ و صریب زاوبدای خط وعع+ 2:۷ پرابر 
2 


9 ( 


ار ۸۵ نقطه نااقی خط بامحور ها باشد ؛ شرب ژاوبه‌ای ان 
خی ( کته ٩‏ ای ۲ ارت و با اف راو یدای ۵-3 بح 
بدا ندازدان راوبا سم خط جک را حول نععله ۰۸ در حیت مث.ت دوران 


داد ۳ بر سقع منعلو شود . 


رس «بر «ب زاو بدای خعلو حل مر ازی 0 اش : عکس 


۳ 
ل 


۱ رح متعز دار ای بات رابت راو ,دای نا سیات متواز ند ۰ 


یه ۱ و که ار ماه 
-ت مه د لاه 1 صب « فد 6 ۲۲۱ ۵ ار مصد 
خطی ۰ ۳ ۰ ۷۹ 


ی ی ۲ 
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۳۳ 


۱ 5 ۱ 2 ی 
4 صر «ب زاو به‌ای خطی کد ار جو نقعاه ۸ و ۱ 3 
۳۱ 2 ۱ 


وت 2 معا له ان حط ‏ و 
۳ ۴ 26۷ ۳ د‌ سا مر 0 
اس ۷ ۲ ۷ 
نا با ( ریت پات ۲۷ 
2 ۰ ار 
1 11۱ مر ات زاو ندای ۱۳ ‌ تا کته ی راء ندای خی 
۱ 3 ۱ ۱ سه 
9 د‌ بر رال ده ی ان دح تخل 4 ۲ دار ِ" 2 تسایس گر ۱ 
. ۳( ۰ ب 


17| ۳ 


ار < اا 0 0 


1 
محاود من ۳ تور ۲ هر 3 


اه و تا اف مه سا 
ی ار تاو لته را( تداع 


۳۹ ‌ / ب ۱ ۰ و ِ ۰ 
لم مه حه سر ود منوازی لو دب رد میت : تا درد اب راو به‌ای 


1 1۳ 5 ۰ ۱ 
ان دد حرط ۱ وشر مد ان بو دن ده حتل 9 اه 9 حامل ش ن 
دار بت زاو بدایان # جر بر ۳ ی تال 


۰ ام مر ط ۳ ۳ 
۰- فاصاه نعحله 0 ۷ از خط (0] به معادئه ودوج شیم 
۱ ۱ 


بعنتی طول عمود ۱۷۲ وارد ار نقطه ۱۲ 


اتعط تون ی ۷ نس 
۳۹ ۷ 


ِ ۳ كثٍِِ«- نب یر 
ترجه ول منصف ال او دد دة متصل مدان صدسی نقاطی‌واست 


و خم 


که از ده حصل ند و فاساد تسس ۵ س فاد لد منیا لز او ب‌های د 
و : سل ۷اه و ه 
۱۳۳۲ 


اد عسسن اش 


806 


۵۲۲ 7 ۵ "2۲1-9 ۷ 
۱- تعببن معادله دك مکان هندسی ب عاریقه اعل با طر بق 


دستءشمی نت رای تا ی عر رود ب‌ داث منال 2 ۳ ال انم : 
قرض کنیم عنظور تعبین معادلاٌ مان هندسی نقطهٌ ۱۷ باشدکه 


۱ ۱ 

۱ ۱ 5 ۱ 2 ۰ ۰ 

تفاشل مر نعات فاحل 0 از ده ندحله ۱ ۳۹ ِ و9 ۱ ی ۲ ]۱۷۸۲-۷۸ 
۱ 

برابر ۱۶ می‌باشد . اگر مختصات ۷۲ را * و ۷ بناهیم دازیم : 


۲( ۷ )۲( ۱--() جته ۸۷۱۸۲ 
ا ۲( د) ح ۷/۱3۲ 
۶ ۵۲۶ ]۲ ۷-۲(۲) ۱۲4 سجج) 2 ۱۷۵۲ 


 -(. 7 سح‎ ٩ ها‎ 


۲ هر ۸۷ 


بعنی و ۷ ( مختصات) باث ت ع ا. هد راجله ار ده 
ی کنو بعکن. .هر تتطاه که ستصا نت جر آیم داشعله صدق, عنم دارآ 
ه عبارت دیگر ( شمارء ۵ ) رابطه اخر معادله 
مکان هندسی نقطهُ ۰۷ کد خطی است راست , می باشد . 


۳ می سبد و معا( اس و عمدسی ) نوششم که 


تفاضل مر یعات فواصل نقطدای بد مختصات :دو « از دو نتعله ۸ و 8 


ت۳۳ 


۳ ۷۱ ی 2 شین طسق و 2 هماد‌سیی بدست ا مد ‌ 


از روی | بن منال ط, رَد زیر برای مداگردن معادله مکان هندسی 


بدست 3 


۱۳2 


۳۳ 


مختصات رگ نقطا غیر متحص 


‌ 


از مان را ود ۷۲ می‌نامبيم و با 
استفاده از 2 شمه ری هشیر لب راصط من 1 ر | رمله؟ من 3 ۷ دی مداد لب معان 


را بدست هی آود ام 


طر یه دقم س باز ثبلا_ بد ذکر يك منال مي‌برداز یم : 


از مثات ۵960 دو راس اش و 8 وس ۲ 


روی خط ‏ به معادله ۲۷۳ لو متیحرلك است . می‌خواهيم مان 


و 9 میحل ۳ ها ندها ی 1 


باشد » ما بر این آن بسر ابر 
. 0 م . 
۲-1-۳ و مختسا تش م | ) خواهد 9 وجون : 


۱ 8 ۱ 
و ۱ ِ و 
مختصات ب) چنن است: 


)۱ ۱-0 


ی 9 
9 دزاسب 9 7 دك( بر سب ۳۳ 01 معلوم شد ر 


حال . برای ون معاد له ۸ به‌عبو رت ه > ( ۷ و 10 


۲ ۱ 3 ۱ 1 ۰ ۶ 
0 سم 
۳ حه ‏ د رز میت 4 دل‌ست کی / رد یم ۳۵ 


عارت ۷ می بر 1 خواهیم داشت: 
!۲۰ عت ۷ 


هه مکان 0 است 1 ن 9 خطی افو ی مواری با خعل (2) 


تون را مشاه 2 فا بست میا بد 


از رو 6 ِ_ 1 طر مه د بر 


هه 


آدازدهای ۶ ز 7 » مستعات دك نقطه از مکان ‏ راد 


۱ نا 


پاداینر ندست می‌آودیم ( دز صورت امتان ) و بادامتر دا ین بر و ۷ 


سدق مي کددم " 
« عِ ی ۳ ۱ ۱ "7 ۳ ِ 
لستسر ۵ ۳5 7 ام تمام تقاط منعصمی که وا 7 ِ دی 
دار امتر بداست می | بد متعلق ر مخان ۱۹ ۱ 


1-07 ۱ ض 


مثلاا کر داشته بانیم ی و ۱۷ تمام نقاط منحنی نماد 


3 


تغییرات 4-۴ ۲ب که از حذف‌گردن ۵ بن و ۷ بدست میا ند 


متعلق به مکان ۷ نست ؛ زیرا وقتی که # جمیم مقادیر ممکنه را 
اختبار می‌کند ۰ فقط در فاصله ( ۲ و ه ) می‌تواند تغسر کند نعنی 
همو آره داز بم ۲ لذا قعط فوسی از این منحجنی مکان هنددی 
۷ است کد نماش تعسرات ۲۲-۴ لو در قاصله ( ۲و ه ) است . 
قبصرة ۲ وقی که مختصات قطهٌ ۸4را پرحس باداهتر بدست 


۱ 
دو خل فنفی م 


مي‌آور نم ویارامتر را حذف مي کین درحقیقت مکان هندسی نقط تلاقی 
وازی میج رها ,۱ تین می لنیم . 

طر کی ععادلة مکان هندسی نقطد. با نقاط تلاقی دو منحنی که 

ت ور ۱ 

3 انیا سب‌هیی دد بات دارامتر 1 باس 6 از حذاف گر دن بار امتر 
پر ۱ اوه هنماد له بدست می‌ادد ؛ و اضیح اه بکی 3 
منحنی ثابت باشد ( نی معادلهاش شامل بارامتر نناشد) » همان حنحنی 
کِ ۰ ۰ 5 1 

تابت ) ان صمدسی 0 ز بر بارامتر هر ند باشد نداد رگ ان 


«9 


منال #ت برای نعسن مس داد 3 صندسی ند تلافی دو حیل 


۴ 
|۱2 


هس 


۲۳ ۷۵050۰ 0-1 51۳ < ام 
۴ - 6-۷50 ۱3605 " ر 


بسن دومعادله حذف کنم . 


بر ای این کار در ی منال عافی ات ده طرف دو مماد له ر 


ول هس ۱ ( 500 050 )1-۲ ۲( 2521204-۷050 ) 
8 ۵ << ۷۲ +4 ۲( 


۲ ح< 


۱ ۷ وطعدای از 


مغال ۹ شا هندسی ض ۱ 


۲ ۰ محصور بسن درخط ۲ ع لا و ۴ --عد ل مي‌باشد (جرا ؟) . 


ند ۳ / ۰ 
2 3 


۴ درهندسه سال چپارم دبددا نده : 

اتب هه له گر روا فرسه کتک تست به خط (دا]) 
می‌گویند بد شرطآنکه خط () عمودمنصف قطعه خط ۸۵۸۰ باشد . 

ب ‏ خط ۱ظ) محور تقارن منحنی () است ]| با منحنی (6) 
نسبت به خط (0) قرینه است |اگر تمام نقاط (0) » دو بدو » نسبت 
به خط ((1) قر ننه ۰ 0 بف ارت وس گر ,اِ5 ر قر ند هر نقطه 
اخشاری ار نی (6) ست به (۲]) هل یر ازشحی (6] بان 
خط (1) محور تقارن منحنی () است 

اج دو نقطهٌ ۸و را قرینةٌ یکدیگی نسبت به نقطة 0 می- 
گوند ‏ اگر 0 وسط قطعه خعل ۸۵۵۲ باشد . 

کر هی این ی اس | یت 
بدنقطهً ۵ قرینه است ] ۰ اگررتمام تقاط منحنی (6) نست به 00 آدو پدو 


۹ 5 نِ 
در یر باشتی.. 


۳۹ هر داد ۳ دارای دو محور تقارن معا مد (,(1) 
باشد ۰ نقطه تلاقی (,12) و (,10)مرک تقارن‌آن شک ار 


و (+(1؛ 


۳ مطه‌های در دنه مسرت به مججو‌ دهای مح:صات ومد 
محتتصات - دو نقطدٌ 36 و ۸۷۸ نسیت بد محور عرضما قرینة ,مکددیگر ند 


اثر عرضبای‌ان دومساوی وطه لپای‌ان دء» دوسدد 5 و ۳ 
۱ 1 5 ۱- | 
ب۷ ۴ ۳ 
دو نقطه ۶ و ۲ سرت ره »حور طو زا ۰ سکیف 5 


۱ تِ ۹ ۳" 
ضو بایان دو مساوی و عرضپای 9 دو : دوعدد ۸ ت ۹ 0 


|۳۳ ۱ ۶ 
۰ ۱ 


دو معا + 9 
کِ 


که طولهای انیا باهم و عرضپابشان 
باهم قر شه‌اند » نسمت یه مدا میختصات قر بنه ۳ می باشند . 

۴ .-. لةارن دت ««صبی ان 4 محجودهای محعتصات و 
خصطاو ط مواذی ]ها . 


آلف - شارن استت به مجود لها ب منحنی ماش تانم 


۰ 0۳۳ ِ ۰ 
۲ ۳۸ << ۷ را در اظر ۳ * گر رخ می کم کد 3 ۲۲ 
۱ ۱ ۳ ۱ ۲ 
۳ 9 دوز ۳ ۱ بر ۴سا ۳ وی 2 1۳ ۲ ۷ فر بند 


9 (سعت یه «عدور ۷4۵ می باشند ۱ 


۹ 


جر و ۸ اختاری 


ار د‌ فر دنه هر ناه از 9 سحیی ست ده محجور ۳۹ 3 دیف اج 


۱2 


تا ات از سر رن ای سر سس سرت ات٩‏ ون تا تم مخ نت تن ی 


۷ ۷ نب 


همین منحتی می‌باشد . بنایراین محور لها محور تقارن منحنی مفروش 
ات وا وا ها هی بمنسم * 

ثرح انکه مور ها محور تقارن منحنی به معادلة (۷*10 
باشد [ ۱ اگر ۷ را به »اس تبد بل گنس تا ره (()) تسیر 1 
اد صورت می‌گویند («10 تابم وج 7 است ]. 

تقو خر کنر الجیاه ار 2۶ که ورن نما ده‌های د اعداد زوح 
باشند (مانند مثال فوق) نابع روج * می‌باشد ومحور توها » محور تفارن 
منصی ندش تفسر ان ان است 

بطور کلی اگی بكث معادله شاحل و ۷ باتدیل لا آن باس 
نهر منحنی ان معادلد » نست ید معتور ها قر ننه است 
مانی هد ۲۷ ۱۷7۲ 

ب م تقادن سست به بت خم موارک با محور ۷اه برأی 
۹ تحقیق کنم خمل ۷-۰۵ محجور تقارن بث منحنی است ؛ میحورها 


ٍ. 0 ۶ 
۱ انتقال می ددم تقد رم ك) دبا حجد بت میجتعات شود ۱ دی دعصون 


ها زری خط مفروس ۸ قرار گیرد ) و معادلة منجنی را نمبت 
دا ۲۹ سجد ید بلاست ی ۳ ۱ اگر هعاد له حد ند با تغسر 2 به 
رس تسس نکند , خط مثنروض حور نقازن منحنی ی 

ج - نقادن يك منحنیی سست به محود ها با استدلالی 
شبه به استدلال فوق دیدد_ می‌شود که اگر مك معادله شاعل و ۷ , با 
هل ۷ 1 نف لا تنس 39 محور ها حور «مارن م‌یحی 
ی و ابیت ۵ ها کف اج ۲ ۲ ۷۷ 


ی رای اد 4 خی د لد متدنی ره حای 2 ۳ ۳ 
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۳ 
د- لقادن تست به دك حط مواری مجور »ها - 1 
تحقیق کنیم که خط 0 < ۷ میدور فارن ای محی سرت 4 مدور ها را 
۱ 
| تثِِ یی ۵ . ب 
سقال هید هم تا نوطه ۲ 81 مىدا مطن ند مصات شود ( عنی میحو ر ها 
هب 


دوی خط هفروص 2۲ ۷ ور ار دبرد ) 


سر ۳۳ ىِ 
اگر ی ۳ اب دك ك شدبل ۷۲ یله 


۶ 
د ۳( رم ۳ ات سا 


‌, و ی ددست می ! ور 
7 سر #ِ خط هفرص محور تفارن منحنی است 
۵ سهارن بت ممحس لس رد منداً محرصات._ منیجنی نما ذن 


می کنم که ۱ و ۱۲ 


که عرضیای 9 


9 0 نظر می گر دم و فرض 


تقاضا دد طول ,»7 و ,وس از 


ده نمطه 


۳ دنحنی باشند . می ینیم 


ی ۵ ین نی 
۷ ثر دمده بایدر تطرس ۱ 
به مدا مخنماتند . و نش اندازة ,لا اتتیاری است س قرینه هر نتطه 


1 ۰ نقطه‌ای ِِ از عمنن مسحسی 
فا شب ای اه متا محتصات مرکز تقارن منحنی مفروض است . از 
تین ۳ هی «سسم : 

رت اه مدا مه ای مر کر تقارن بت محدی ند 


ات را 


۶۱ 
دها د له 


باس تمد. بل کت ۷ فت بات :در 


کوی ور این صورت می‌گویند ()) تابم فرد * است ] . 


( 11۱ باشت انم 


تحصو من هر کذرا لحمله از ده در نما مده‌های » اعداد فر 5 
ی منال فوقف) » تابم فرد ‏ است ومیدا مختصات مرکز نقارن 


منحنی نماش تغییرات آن است . 


۶ در فاد اد مبحنی ده حای ۷ می گذاد یم 4 ۷ ۰ 


|۱2 


تخوس سس بت سح سح ب سس بر 


«ضور ین ک «لث وا ها تا 5 ۷ ۶ با سد بل 4 1 بل #۲ 


و ۷۲ ۳1 یه لاح دستر ۳ ۱ مدا مدصات و تفارن همعحیی ۳ 


و ان ۵ هد ۲-۲۱-۲۱۷۲( 


برای ۹۹1 


۹0 و مارن همحی ای محو ر ها 3 


2 - ادن لک مسنحنی تست به یاک شقطه - 


ی ۰ 
حفق کنیع نتعطه (و و 
۸ «سدا حد دد ی م1 شود 3 اه منحنی 3 


انیا ل 0 


دسیت ۵ هی اد بح یبد نداست می‌آدر م *" 


۳ ۱ ۲ ۲ 
منأا ادج ۲ 0 هر ما 9 ۳۳۹ یه ۱ 7 حح 


بت ۱ ر ,۱ ۱ ۵ جای ۶ ۵ ی دسر سب ( -د رز دِ ۷ 9 ۳ ۳ ۱ دی 


۵ و ر ها ۱ 


۱ رل 2 2 فد حد اف محنصات نود ) اه صجبی 


یب ۷ 


9 ۱ اخر 1 تسیل چ به کر و لا ید 


لمر لن 
٩‏ عادلات انلاع 80۰۸8 و ۵ ار مثككت ۸80 بترتیب 


جای ت و ۷ بترتبت 1۵ 
و 4 ٩‏ می گذادیم , 12 


ح, بر‌ای ات کار 1 لا لد اه ی ند 


( 


عبادتند از : سح ۵ سب ۲ بان و ۵ .۲۵-۶ سای و 
ه سب ۴ سل ۳۱۲-۳ ._ آولا معتصات دگهی این «ثلت دا ناب کذیف . 
۳ مسداحت این متلث دا تسین کنبه 0 اگر دجو رها را تتو ای ۱ (مردا 
جد‌دد محختصات) انتقال دهیم مرأدلات اضلاع بدا چه صودت‌خواهدسن؟؛ میات 
جدید هررآی دا بنویسید . 

۲ الا عطل نب ات تین معّدار 1 بء-نی که نهم.ل1 اطع حصد ما 
۵ )یج لا و ۳س (۲1عد لا بردوکا ‏ تیمتاد .26۳۵1 باشد ز تا ی 
محورهای مختصات به نقطه تعاطم این ده خط انتعال بابند , معادلات این دد 
خط دا و ستد . 


۳۴ حط ]6۳1 ۲ نیم <ط 4ق زاو به ت 9 هه امسترع .ان اه 
که به‌قاصاه ۲ از 6 قر ار دارد <طی بر 61۷ عمود نوم اس هه ۵ 
را لو سید , 

۴ مختصات متحرلك ۱۷۲ برحس مان ] چئین است : ]7-۲ 
و )۷ . معادلهةٌ مسر متحرك ۷ دا بدست آودرد ون دا دسم‌کنید. 


احات واه 1 اه 04 دئوس دك مثلت می بانندد . اه - 


تا ژوایای این مات دا حسات‌کن. . تاتا د تحقیق کنید که ره ادتفاع 
دد يك نةطه متقاطنند ومختصات نفطه تلافی آنها دا حسات کنید. 

بلق در میادلات : ب مت ( ات ۲۷/۵ بت 9( ۲ 20) سس لا و 
۵ بد هب لا(۳ - 8) بت ۲۵ , معللوت است آنیین مداد ۵ برای اینکه : 
الا - دوخط نمایشس انها »وازی هم ان دو حط بردم ات 
کل وان مخصوص ۱ - حد ۵ , تا تب‌انت زاو دین دوه خط را ین | تا دیق ۱ 

۷ دو محود عبود برهم ۳۵ و ۷۵۷ و نقطاً ثابت ظ به طول ۱ 
و ادع بر دوه 0۵*۷ متردص است . نتط- اختیادی 3 دا بر دوی 0۵۲ فرص 


می يم و ۸ را دنبال ۵۵ برایر لام جدا می کنیم . اذ نفاط ظ و ن) ده 


|۱2 


ی 


خط برد مود عمود می کنيم تا یکدیگردا در نقطه ]۷ قطم کند ۰ اولا. .-_ 
مطروب انستت نسسن کات هند‌سی ۷ وهمچنسن مکان همدسی تساه ۳ محل 
تلافی افعناردستطیل 081/60 وقنی که ظ بردوی 0۷ حرکت‌کند . ثانبأ ثابت 
1 مر د مرحیف سوه تس 106 هجو اده از نمطله دی 3 آن را تعمن 
عی کذید یر وود ۱ 

2 مىادلهٌ يلك منحنی نتسه هه ناه ۳0۲ سعترم ‏ ادیتت, * 

ن مت مس ۲۱۲۷ سس ۱/6 ۳ مت ۲ /1ن ست 6 

اذر سحو دعای مختصات را اشمال دهیم تا مختصات جدید به دضع 
۱ 1 در 1 مطلوت اتب هعادولر .وان منحجنی سرت دا محو رسای 
خن رن تا ۰ 


۳ بت ! ٩‏ -- 6 9111 ۳ 
ات تتات ‌ ۱ 
۰ اه 0 ِ ۳ ی 005 ۳ 


باشزد. آمسیی ان 9 هندسی افو ز ی معمل تلافی م4 میا نه سا و | دقتی که ۸ 
تسج حماد س 0 را اخ:یار می کند . 


۰۵ تحفیق دنید که خط ۲ << محور تهادن منحنی ذیراست : 
۳ سا ۴ »وت ۷ 
۰ رمق کنید که خط ۱ -- << ۷ دعحود تعادن متحنی ذدراست: 
۴ س لو ال آ ید 


"-- تحقیق کن.د که زمصله 5 ۲() ۳ ادن منحنی دس است : 


0 نت 2-۱۷ ۲ -- زار 
۴- مطاوب است مادلهٌ مکات هندسی نقاطی ده بد املهٌ 3 از نفعله 
( تا و و ) ب) ذرار دادند . 
۴ مطلوت است. مکان هندسی تقاط (۷ و ۷/۶ که از ]نجا قطعا 


حط ۸۳ به زادیه امه (ه و )۸ و (ه و ۳-)ظ 
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د اه می نو د ۱ 


۱ 


جبر ششم دیاصی 

۵ مطلوب است مکان هندسی نقَطةّ (۷7 و )۷ که به يك فاصله از 
دوخط ودب ۵۲ و م۲1 296 باشد . 

می‌دان که قوت يك نتَطهٌ ۷ که به فاصلةٌ ۵ از ن) , مر کن دايره 
په شعاع ۶ راد دادد ۰ سبت به‌ان دایره , برابر 0۲-1۲ است . مطلوب 
است مکان هندسی نفَطهٌ (۷ و ۱۷/۶ که‌نست به دودایرة (ن)) و (")) دادای 
بل فقوت باشق: م خافیهی اه ماوقا ره وق و فاص هار 
وشیاع آن دو بتر‌تیب 5 و ٩‏ باشد . 

۷ ثابت‌کنیدکه اگر معادلهٌ يك مثحنی اسبت به و ۷ از درجهة 
دوم باشد. شرط لازم و کافی‌برای اینکه مبداً مختصات مر کزتمّادنآن منحنی 
باشد این است که معادله ؛ شامل حمل درجه اول نباشد . 

۸- تحقیق کنید که منحنی تدایش تام ۱ سید۴ بر رز دارای محود 
تاد نی است مواذی محود #ها , معادلهٌ آن محود تقادت دا بو یسید . 

۹ تحقیق‌کنید که منحنی نمایش ه ح ال باس پوت ال دارای 
محور تقادنی به موازات محود «هاست مادلةٌ آن محور تةّارثن داییدا کنید. 


هک کی فا اس سم نات ی 
۰ تحمیق ‌ متحنی نم بش 1 ۷ دادایه مر دی 


۱ تقارن ها ۳ مت تیدا دق 11 را بیفأ نگ ۳ 
0.- تحفیق کنید که منحنی نمایش تابم ه س وس ۳ مدع سل ۳7۲ سب یز 
دادای محورعای تادن به مواذات میحودهای مختصات است و معادلات انا 


را بو سیث. ]یا معحئی فوق ۱ ال بر وان ِ 


11 -- ا 


۴۳ مان هندسی ۰ 


۹ 
۸ دا بدست آودید ومختصات 
۲ زا 


و تقّادت آین مکان دا تس کنید . 


2 

۳ اولا" مکان هندسس تقطة ۱ اظ دا بیدا کنید . تانب 

حه اد سبی !۱ ۳ ر‌ سید ند , ِ 
۳( 


۱ 


4 952 


۳ 
ها 1 محورهای ماو ِ ی ۱ هرن مهحنی تا و مکان شندسبی 


0 را بیدا ونید ۱ 


]1-1 [ 
سب بح ) 
۷ مکان هندسی نّطةً 605 فا جتها کنید. , 
»۷-۰۰ ۱ 
00 -د ‏ 
و19 ۳" 
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فعل دوم 


لیات زاجم 4 ترآیم ولث هتشر 


تعار بف 


۷- متیر - ۳ راکه تک تیا ره وم ام اختبار کند 
متغیر می کُو بند. مثل قیمت خواربار بادرجهُ حرارت یاتعداد شاگردانی 
1 هر روز دزمدرسه حاضر می‌شوند . 

۸- بیذهایت - هرگاه هتغیر > طوری تغییر کندکه از هرعده 
مثبت بزرگی بزرگتر شود » هی وم * به 60 7 نزدیات می‌شود و 
هی نو «سیم ز 60 بو وا 0 د یر . از روی این تعر یف دنده می‌شود 
که هه د جا نشین وا عدد نست هر قدر همان 59 بزر کی گرفته شود. 

د نیز هرگاه اندازه متغیر » بتواند از هر عدد مننی کوچکتر 
گرفته شود » هی و دس « بد 60 -- نزديك می‌شود و می نو سیم : 


0 تست یز را من مس مد مر 


5- فاصله - اگرعدد ه کوک از عدد ۲ باشد ؛ تمام عددهای 
مبان ه و تا و خود آن دوه عدد را می‌گوب در فاصلة از ۵ تا ط قرار 
دار ند . فاصله از ع تا و را چذمن نماییش می‌دهيم : 
( ط ,۵ ) 


«رحسب فرارداد حود دو عدد ۵ و 9 نز در اس قاصله هپی تشد 


اف 9 مستثنی شوند ) پس هر گاه گفتم اندازه متعلق به فاصله 
با > 2 که ۵ 
تا ترا اه ( دا ۵۰ ) سا ۱ ناسده می‌شود . 
فاصلة تسیر ات سا گرمتغر< جنان تفسر گند که و و ط ( 4 ( 
و اعداد مان | نپا 3 هِِ 4 می گو بیم که فا صله تغسر ات ) ۱ ۵ ۰ 6 ) 
9 انکه و ۱ ۰۱ ۵ ( تفسرمی کند ۱ ا گر بخواهيم‌خود 8 و 
را مستئنی‌کنيم » می‌گوبيم‌که « درداخل فاصلهُ  (‏ ۵۰ ) تغسیرمی‌کند؛ 
معْل اه است که بمو سیم ْ 
تک 
اگر عبر 4 جذان تغسر کند ند ط و تماأم مقداررهای ِِ او 
را ِِ اگوی فا صرله تقیبر ات ۶ 1 ۱۵ یت . همجن 
اک ان کر کت که تاو کب مقذازهای رسک رواب 


بخیرد 
گوس فاصله تغیبرات »د ؛ ( ع ۰ هه - ) می‌باشد. و اگرمتغیر * چنان 
تغسر کند‌که هراندازه دلخواهی را تِِ ۱ گویسم 0 : 
( مهد « هم بت ) است. 

ایع باك متغیر - اگر اندازة عتغیر ۷ ستکی به اندازة 
متس رم مانند #۴ داشته باشد » ۲ را تا یم 1 می تأمند . أرز این رو 
یکی از داههای نمایش دادن تابع بز از عتغیر -< این است که دث تساوی 


اه ی ی ی ۳ ار تا 
بنو سیم که در كث ملرف‌ان ۷ ( بع) و در ۳ 9 


۳ 


(متغس ) باشد ۱ ما ند 


سس ۳ سب ۷ ۰ سس 
3 سر ۲۸۲ عت از و سس زو 
بطور الی اکر ۷ تایم »هر باشد , آن را اه ۱ 
ت 9 دا جسن ماش می‌دهمم : 
( ) 1ع ۷ 


سب ۶ معلو م می‌دارد که ت عملاتی ۳۹۲ زو 5 | ندازة ۶ انسا 


۷ 


۱ 
1 3 مست بت 1 ِ- سح 0 > 
سل ۲۲ باشد ء دار یم؛ 7 2 ۲ ۰۲ (۵) ۶ و 


3 
سس ینس( ) اج ۱ ۱ 
۳ ۲ ( 6 ) وایر ۲۳۷ را ( ) و پناميم داریم : 


سست نیو ۲ تس ۰ تَ 
۱ ص ‏ ( 2 << (8)۲ ۰ هی ۱ تراک ی دأت 


۰ ج ۱ ۳ ۱ ۳ ۳ 
ازای م4 اندازه‌های بجر میحا سره ددا بر باشد 6 مانند : 


بج ۱ و کل و بلس و 
9 هت از دلث تایم هار ی اندازدهای متسر محا سیف 
دذیر داشد كِ در ازای باث ۳ 2 »یحصو ص متسر . مانند 
9 مه | ندازه‌هاء 


۷74 [ 


۱ ۲ 
4 میج سم بدیر است جر در ازای 


9-7 ۳ هت 1 
5 ۱۱0-۳ ۷۳ که در ازای هم اندازه‌های ب 
محا سرد بذیر است حجز در ازای ۷۱ و ۷۳ , بالاشره ی 


۱ ما ۳ و 1 : 
ست دك ابع فعطص هنگامی محاسیه دد در باشد 1 مقس 5 فا صلدهای 


هعیتی تغسسر نماد » مانند آیو 1/۴ 7و ۱۳ 5 ۵ جا سس در 


۳ 
دادم وی نا ایو ۶ ۷ نظر 1 قلاندر خ ای ٩‏ اگر ( )3 ید شکل 


۱9 2 


۳ 


است که متفر در فاصله ( ۲+ ۰ ۲ ) تخیر کند . یا ۷۲-۴ < ۷ 
که اگر متفیر درفاصلهٌ (۷ - ۰ مهس ) یا درفاصلهٌ ( هه + + ۲+) تغییر 
نماید » محاسیبه پذیر است و در فاصله (۲ ۰ ۲-) محاسته پذیر 
نیست. و تابع ۱+ لا وفتی محاسبه پذیر است‌که متغیر درفاصله 
(6۵ + ۱۰--) تغییر کند . 

۱- ابع معین - تعربف - يك تابع از متفیر #را در فاصلا 
( ۵۰۱ اهع ان گویبم به شرط اینکه توان اندازع‌ان را به‌ازای هر يك 
رای ۵ سا تام اس اسان زرد 

۳ بر ا نچه‌گفته شد تابع ۷۲ات یرد و طور کلی همه تابع - 
هایی که برحسب متغیر » چند حمله‌ای باشند در فاصله (مهد « هه -) 
معین هستند . تابع آعاتع / لو فقط در فاصله (۲+ ۲۰--) معین 
است وتابع --- به ازای جمیع مقادیر متفیر معین و فقط به ازای 
16 نامعین است . 

۳ ماش هندسی تقببرات يت تابع تابع (0) ۷۲-۶ 
در فاصلة ( ۲ ۸۰ ) معمن باشد » در ازای هريك از اندازه‌های ‏ مانند 
۵ ( ظ > م< > ۵ ) ؛ باث اندازه برای۷ مانند ,۷ بدست هی هرت ان 


ان دو مقدار نظر 2 و م۷ 3 میحصات نقطدای مانند 1۷ و 
( ۲۰ ۰۲ ) ۷۸ ؛ حال اگربه * همه اندازه‌های فاصلهُ ( ۵ ۵ ) را بدهیم 


از سحبی رن واضح ۸ ان قوس با یلك حول د لدو اه مو ارم محور 


۲ 


۶ بش از بك نتطه برخورد ندارد زیر | بد ازای هر واقم ه ی 
(*8) بش ازيك مقداربراي ۷ دافت نمی‌شود . این‌فوس را منجنی 
نما.بش هندسی تغییرات تابع مفروض در فاصلهٌ ( ۵ ۵۰) می‌گویند . 
به‌عبارتد گر منحنی ن بش‌تفییرات تایع () سل درفاصلهٌ ( ظ ۵۰) 
منحنی 6 ( باخطی) است کد ممختصات جمیعم نقاطش درمعادلهٌ ( ) ابو 
این نرق ۰ معادله (<) اعد معادله 


مسحبی ( نامده می‌شو د ۱ 
آژوجه کنید ! در علومآزمایشی » مانند فيزيك » معمولا" به سجای 
آنکه عبارت 


يكث تابع به حسب متغیر معلوم باشد تابع را به وسبلةٌ يك 
منحنی با نمودارمشخص می کنند. 
مثلا اگر ۸ و 8 دو نقطه بد 
طولپای ه و ط از صفحة 0 
باشند (>م) دتوس د لخواهی 
از ۵ به 8 چنان بکشیم که هر 


حط دلخواه‌موازی‌محور بش 
از بك نقطه بر خورد باان قوس نداشیه باشد » بداست که می‌توان این 
منحنی را جانشین عبارت تابع برحسب متفیر ‏ دانست [ یعنی جانشین 
() ۷-۶ ] زیرا درازای هریت ازاندازه‌های * که در فاصلهٌ ( ط « ۵ ) 
گرفته شود از روی منحنی فقط يك اندازه برای ۷ حساب می‌شود. مثلا" 
اگر رن باشد » ۷ برابر است با ۳( اندازَهٌ جبری ۳ روی 


محور ۷ ها) 


۱ 


۲ 


|۱2 


۱ 
۱ 


چد ۲۲ج 
سای 


۳ حد متیر - می‌گویس حد متغیر شلد تست 
که 4 نوا ند یا ندازه یف 8 نزدمث شود وهمواره نز دیا به[ ن‌بأقی بما تلا 
به اصطللاح ریاضی می‌گویند : حد متفیر > عدد ثابت ۵ است وقتی که فدد 
مطلقي -و ؛ | رو » از هر عدد مثبت کوچك دلخو اهی مانند 6 
(می‌خوانند اسیلن) کوچکتر شود و همواره‌کوچکتر از آن بماند . 

۴ حد تابع - می‌گویيم وقتی که متغیر > به سمت 8 مل 
عر کت : حد تابع ( )1 عدد اگر ده ازای مقادیری از 4 
سیار تزديك به ۵ ۰ مقادیری بسیار نزديك به ط برای تابم پیدا شود . 
مثلا حد تابع ۷-۲-۲۶ وقتی که اعد ( ۶ به سمت ۱منل کند ) 
می‌شود ۱-- . درا اگر >«را سار نزديك به ۱ بگیریم انداره ۷ 
سبار نزديكك به -٩‏ خواهد شد . به اصطلاح ریاضی می‌گویند : 
حدتابع ( > ) ۶ وقتی که > به‌سمت عددی مانند و میل کند عددئات ظ است؛ 
اگر به آزای عدد منست کوچك دلخواه ع بتو ان عدد مشت کوجکی مانند د 
یافت بطودی که از نامساوی ع > || نامساوی 5 >[ - ()1 | نتیجه 


شود , دد این صورت می نو بسیم : 
جاح ( ۴ ) 1 111۳ 


8 <-- بر 
| و می‌خوانيم حد (*20 وقتی که * به سمت ۵ مبل‌کند پرابر 9 است | . 
توچه کنید ؟! ممکن است هنگامی که > به 9 نزدیات می‌شود 
تابم فقط در ازای «های بزرکتر از ۵ ( يا کوچکتراز ۵ ) محاسبه پذیر 
باشد ؛ مانند 5-۳ ۷ رل که در ازای ۶ های کوچکتر از ۲ 
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۱ 

محاسبه داد در نست و عز ۱/۲ < 1۷۱ که تسا در ازای >« های کوچکتر 
از ۲ محاسبثه بذ بر ی و جنانکه می سسدل حجد ۲۱ و ب۷ هنگامی که 
به ۲ نزديكك می‌شود برابر صفر است . در ,۷ ۶ را بایدکوچكکر د تا 
به ۲ نز دك شود و در ۷ را باید بزر گرد تا به ۷ 8 اما 
در تأبع ۷ ۲« عد ‏ می توان « را دز ر کی کرد تا به ِ بر سل با کو جك کرد 

تا رد ۱ دز شا . 
می‌گوییم هنگامی که صغر بی| ندازه زر کگ می شود 4 سجن تابع 
9 غاد ۵ ابو 4 اگر مقدار تاب دراژای مقادیر سبار اوق از صغیر ؛ 


بی | ندازه بزر گ می‌شود , حد تابع  (‏ ) ۶ عدد ط است ؛ ار بتوان عدد 


بی| ندازه به 9 نز ددلث شود 


مثیت بزد گی مانند ۸ یاقت چذانکه در ازای هم" اندازه‌های بر بزر کتر از 
۸ در مطلق -(۶ ) ۶ از دك عدد کوچکت دلخواهی مانند ۵ کوچکتر 
راد ۰ 


لاح( ۴ ) ۶ رز[ 


در این ۳ ص ج- 5 
می گویم وقتی که ۳ بی| ندازه کو جك مي‌شود حد تابم 1 هد 
۵ مب در مقدار نایم در ازای مقاأدیر سار حوجكت از هس بی| ندازه 
به ط نز دداك شو د. ۵ اصطلاح ریاضی ۱ فا جل تابع ( ><) ۶ در ازای 
0 -- << یر عدد ح] است ار نو ان عدد مثبت بزد کي مانند ۸ بافت جنانکه 
در ازای هم ) نداز‌های کو‌چکتر از ۸۵ - قدر مطلق ح-( ۱ ) ؟ از رل 
عدد کو جلت داخو اهی ما ند 0 کو چختر باشد , 
20( ۴۶ )] ۶ 117 


سب سب بر 


در ادن و وس هی بو ستهم ؛ 


۳ قضا دای مر بو ط له سجن س هلر باه ج‌ها 1 همو اره قصه‌های 


۱ 


|۱2 


1 


۱ 


۳ 

زیر بکار می‌رود وما دراینجا آنهارا بدون اثبات می‌پذبر ب . 

قضیه اس حد مجموع - اگر و ط حدهای دو تابم (۲) لو 
( ۷ ) 8 باشند ء هنگامی که بی‌اندازه به مک نزدیكت می‌شود با هنکامی 
1 بی‌ندازه بز رگ ( مه -1-) ها ی | ندازه کوجك ( هه -- ) می‌شود » 
مجموع ( ) ۵( ) لوتفاضل( « ) 8۵( ) آنیزدرآن هنگام دارای 
حدهایی خواهند بود وان حدها پترتس عبارتند از: دع و واه . 

قضيةً - حد حاصل ضرب - اكرة وط حدهای دوتابع ( )1 و 
( ۷ ) 8 باشند» هن‌گامی که بی‌اندازه به معا نزدك می‌شود باهن‌گامی که 
۷ بی‌اندازه بزر گت ( مه + ) با بی‌انداژه‌کوجك ( 0 - ) می‌شود » 
جاصل ضرف )0( )1 ون ان تام دارای خن انیت بر ار 
حاصل ضرت ۵.۲ , 

قصیةٌ ۳ حد خارج قسمت ‏ چنانچه حد ( ۶ ) 1 برابر ۵ و حد 
([ ) و برایر تا اقب ای مور ای 
اه ی هی 2 , 

از این قضبه نتبحه می‌گیريم که حد معکوس يك تابع » معکوس 
۳ افیت: 26 نحل اینکه ی تابع صفر نباشد . 

قضبه ۴ حد ریثة وام _ چنانجه وقتی ۲ ی‌اندازه نزدمك به 
با بی | ند‌اژه وک با بی‌اندازه کو جحك شود » حد ( 6 ) 5 براین 8 
باشد (<8) , ر دشه «ام ( *) ۶ نیز دارای حدی اتتیت 4 فان ر دشه 


7آم ۹ 
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بح 


پیوستگی 


۶- تابع متصل وتابع منفصل - می‌گویم تابع (<) ۷-1 
در ازای هه متصل است ( پیوسته است ) » هرگاه اولا این تابم در 
ازای ۵ محاسبه پذیر ومعین باشد؛ ثانیا حداین تابم وقتی که مسر 
برابر ( ۵ ) ؟ پاشد . درغیر این صورت تابم را در ازای -<* منفصل 
می‌خوانیم . 

می گو یم تابع () ۷-8 درفاصله ( دا ۵۰ ) متصل‌است؛ هر گاه در 
ازای هرك از اندازه‌های * که متعلق به این فاصله است متصل باشد. 
مثلا" تابع ۲-۱ و بطور کلی هر چند جمله‌ای از * در فاصله 
(ه۵ 4 ۵۵۱ <) , بعنی در ازای جمیم مقادیر > » متصل ی تابع 
.و تابع سج 
در ازای همه اندازه‌های ۶ » بحز اعد , متصل است و در ازای ۱ یو 
که محاسته پدیر بست منفصل است . 

تبصره س هرگاه تابعی_ به وسیلة يك قوس منحنی پیوسته مانند 
قوس ۸3 از شکل شمارءٌ ۲۲ تعریف شده باشد ( ۸ به طول ۵ و 8 
به طول ۲ و 3 ) » واضح است که خود تابع نز در فاصله ( ط ؛ ۵) 


سوسته‌است ۱ ز را اگر 4 یا ندازه ده 27 نزد یکت شود تابع بی |ندازه 


۲ 1/۴ فمط در قاصله هت" ۲ ): ری . می باشد 


۷- فضایای مر بوط به ببوستکی - از روی فضه‌های راجم 
به حد‌ها قصه‌های زسس برای تاهپای سوسته بدست می | ید 


۹000 


۳ 


حبری! نپا نیز درآن فاصله ء تایعی است دوستد. 

قضیهٌ ؟- اگرچند تابع دريكث فاصله پبوسته باشند. حاصل‌ضرب 
۳ ق وا فاصله , تابعی است سوسنه . 

فضية ۳- اگردوتابع ( )۶ و (۶<) ۵ دريك فاصله بسوسته باشند» 


( > ) 1 
ر) 2 


هبچبات از مقادیر > متعلق بل فاص هت خاش : 


نیز در ان فاصله سوسته است به شرط انکه ( <) 8 در از ای 


قضیة ریا « ام هر تبع پیسته » تامی اس پیوسته ( در 
حالتی که ر دشه 0 آم هو هو می شود از بحت ما در این کات خار ج 


تعبین جهت تغییرآت تأبع 


۸- ابع صعودی و ابع نزدلی- تابع () 1< 7 رادرفاصله 
( ۵ 3۱) صعودی می‌گویيم هنسگامی که حرت تغیرات تابع ۷ با جپت 
تغییر ات متغیر « دراین فاصله یکی باشد . یعنی اگر را در این فاصله 
ِ" دهیم لا هم ترقی کند ای وا قن ل دهیم لا هم تنل : 
ده عبارت "۳ اگر (,<) 7۶ و (۷) ]۷۲ مقاد بر تابع به ازای 
,ددع و پلاع باشند , چنانیچه در ازای همه مقادیر ۱ و بل متعلق 
ده فاصله ( ۵۱ )] ۲ ۷ و ‏ اس بت( متیحدا له‌ازامه باشند یعنی ‏ : 


۷۲ 
۹ 


تابع () ۲-1 را در فاصله ( ۵۰۵ ) نزولی می‌گویيم هنگامی 


ور , تابم در فاصلهٌ ( 2۰۱ ؟ صعودی است . 


که حهت تخییرات تابع ۷ با جهت تغییرات متفیر در این فاصله دکی 
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۳ 
ماشد . بعنی اگر >ارا در ابن فاصله ۳3 دهیم لا تنزل کند با اگر 4 
به عبارت دیگر اگر 


تا بم باشد جنانجه 


را در فاصله تنزل دهیم ۷ ترفی کند . 
(,6< ) ۷۶ و ((< ) 1« ۷ مقاد بر نظیر ۱ و ۷۲« از 
به ازای جمیم مقاد بر #۱ و ۲۲ متعلق به فاصله ([ ۵ 8۲ )۰ ۷۲۷۱ و 


۷ میات اعار ة باشنن دعی ۳ + ۰ > ِِ_ 4 تابع 5 فاص له 


( 9 ۵۰ ) تزولی است. مقصود از نعیین جهت تغیبرات باث ثابع این 
ات 1 سا ۳ متقیر جمیع مقاد بر شم 2 را در حال 


از ممغیر 6 "۳ صعودی ؛ و به۵ ازای جه مقاد ری 


سنی بدازای جه مقاد بری 


اب 


ها ده 


2سععی 
,۵ .م تعر یف مشتق - مشتق بت تابع در ازای یکی از اندازه‌های 
متغیر » حبد لسست نمو تابع است به نمو متغیرء هر اد نمو متغیر بی‌انداژه 
به صفر نز دباک شود . 
تعبیر هندسی ره نما ش‌تغییرات تابع (<) ۷-۶ 
باشد ‌ صر بب زاو به‌ای خط مماس بر معحبی در نمعله‌ای مانند ]1۷ ده طول 
ی فا کت ات و : 
محاسبة مشتق - مشتق بعصی از توابم سادة حصری و مثلئاتی را 
که درجر کلاس بسجم <سأب گر ده! دم ن یلا بای ۲ دوش 0 


مشنق 7 ( »1 عدد ثابت ) می‌شود :۷ 
۲ .۶ 5 ز ‌ ۱ 


|۱2 


مروت 7۲ 


۱2 2 ۱2 

لد روم -< ۷ , 6( سب << ۲ ۷ 

۷ اد 2 و ۱ سا 
5 ۷ 2 

4 « 20۳9 مس / ( 1-002۲ ۱ ) مس سب ِ ۷ 
۱ 4 5 


۰ قضادای مر بوط به مشتق از روی قصبه‌های 9 
امات ای در مسر هه ین ون يكث تابع را باسانی 
از رو ی مشق تاسپای ساده‌تر , که د۵ نعصیی از 9 در بالا ای شید ء 
بحسات در ؟ 

قضیهٌ -٩‏ مشتق مجموع جبری چند تابع » برابر است با مجموع 
جبری مشتقهای آن توابع ۰ ممنی اگر مب بل را ون 
توابعی از * هستند که تست به * مشتق دار ند ) 4 دارم : 

الا زا 17۱ 
: مشتق ( -لع( ۲+ ۲ ۷ می شود : 

ا ۲ +۳۲ 2 لا 


مثال ۱ 
مشال ۲ : مشتق 15« ندع< ز می‌شود : 
16 ست )05 عت 17۲ 
قضیةً ۴ مشتق حاصل ضرب ددو تابع نست به يك متغیر ۰ برابر 
است با حاصل ضرب تابع اول در مشتق تابع دوم باضافاً حاصل ضرب تابع 
دوم درشتق تابع اول ( مثروط برانشکه این تابعپا حشتق داشته باشند). 
۳ ۲ لا » دارم : 


۷۲ 02.۷ 
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|۱2 


مت ِ" 


مثاا ٩‏ : هشتق (۱ 1 ۱()/۲ 3۳-1 )<< ۷ می‌شود : ِ ۵ 
: ِ متال ۳ : مشتق ٩‏ (۲-۲۷) ۲-۳ ۷ رو می‌شود : 
[»<۱()۲ یرل ۲ )+۱4 ۳۲ ) (۱ ۲ )ع< 7 


۴ 


!)و۳ آ بو( آرن ‏ ۱ )۳ ۵ ۱ 
3 0 ۹ اک 2 
منال ۲ مشق ۱ می‌شود : ۴( ۲ - آبو) 2۷ 
6 روم )ز05» , ز08» سل ( )()5ست )وه اوعد ۷7۱ ۳ 
بو ۳ ‌ ۲ ۱ 
تتیجه ٩‏ اگر داشته باشیم ۷۰ ۰ 0 7 | 1۲ » ۷ و ۷ توایعی مثال ۴ : مشتق 7 ۷ مي‌شود 
از « هستند ) » مشتق آن می‌شود : ۳۳ ٍِ 
1 ۱ ۲۰-۷ 0 ۱ 0 
۷ ۰۳ ۷۲۰۱۰۲۷ ۰۷۰1۸ 21 ۷۲ ۳ 2 بآ  ‌‏ 


۳ 7 ششه ۱ که ! رز 1 
تنیجه ۲ مشتق حاصل صرب داک تابع در بات عدد تا بت بر ابر است : متال ها 2 مشق ۲۷۲ < ۷ می‌ شود 
با حاصل ضرب این عدد ثابت دد مشتق آن تابع ۰ بعنی اهر دا ۷ ( 1 ( ۱۵۲ ۴۱۵۲۱ و < (4۰۵۲ ۲۱۱ ۲ << 17۱ 


عدد ثابت و ۷ تابع > انیت 2 7 می‌شود : قصه ۴ مشتق خارج قسمت دو تابع مساوی است با مشتق صورت 
« ۹ صرب در مخرح » منهای مشتق مخرج ضرب درصورت تقسیم برمر بع مخرح. 

۱ مر ۱ 
مثال ۱ : مشتق ۷۳۷ می‌شود : ۳۷۲(۰۲۹۲ )۳ ۷ بعنی اثر فرض کنیم که لا و ۷ تابعهایی دارای مشتق باشند» مشثق ي ۷ 


منال : مشق 6 ۳ << ۷ می‌شو د : ۳5096 اس حته ( 51036 سب ) ۳ بت ۷۲ می‌شود 


قضببةٌ ۳_ مشتق توان < ام يت تابي ( خواه ‏ مشست » منفی » 


3 با سری باشد) . مساوی است با ط برابر حاصل ضرب مشتق آن 


۳ 
۱ 8 ۱ 7 مقال : مشتق تابم حلتد- ۷ من هی شوج ٩‏ 
تابی در توان 1-- ام آن تابی ۰ سعنی ۳ ۷-۷ , مشتق‌آن می‌شود : 


۱-۱ وبوا ۲ ۵۵/۲۵ ۷۲-(۳۲+۲()۲۸۰۷۲۳) 
22-۵ ۷ ۳ ۱ 


(۳-+۲۷) الیو ۷ 


مثال ٩‏ : مشتق 1+۳*(۲)< 7 می‌شود: 


٩‏ ابع تابع وم‌شتق آن - اگرط به‌صورت تابعی از نا باشد» 


نی ( ۱ ) ۷-1 و لا خود ثبز تانعی از 5 باشد » بعنی () وعجنا ‏ 
مثال ۲ : مشتق ۲ (*۳)<- 7 می‌شود : 5 تِ 
وس تن واضح اس 2 و تابع 2 تفت ۶ زا نابع تابع * می‌نامند . مثل 
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- جر ششچ ز را 
1 
2 ۱ سنا . محاسة هشته 
۳۳ 7 که در ان [۱ 6 ا ای سمه شنق 1 ثسنت 
ده ی تیم 7 
۵ ب ۸‏ ۸۷ 


اگی نا تا بیی دیو سته از * نو ده و نسعت به < دارای مشتق باشد و 


اگر ۷ نیز نا بعی دیو سب از 1 بوده و دست به 1 دارای مشق باشت ‏ 
هنکامی که 


۵ را نزدیثت به صفر می گیر دم , بش و بش نیز نزدمك به 


۸۹ 


۳ از ۵ (متق تیه )ود لگ راب و 
صفر شده وحد م برابر الا (مشتق لا نسیت؛ ر‌ ی 


( مشتق ۷ نست به دا ) می‌شود . پس حد 5 که برش نرد دك 
به صفر می‌شود با ,"۷ ( مشق ۷ سبت به * ) برابر است باحاصل ضرب 
و 1 بعنی : 

2 


نا پراین تنیجه می‌شود : 
قضه - ار ۷ب تابعی از با و با تابعی از عد باشد » مشتق بز نسبت 
به بر برایر است بامشتق با تسبت به با ضرب دهد مشتق زا اسبت به > ۰ 

بث همین ترئیب می‌توان ثابت کرد که اثر ۷ تایع نا و ۵ تأبم 7 
و ۷ تابم ‏ باشد » با شرط وحود مشتقپای ,۷ ۰ و ۷ ۰ می‌توان 


۱ ۱ اس ۲ 
۳ 1 


|۱2 


۲ 


تنبچه - الف سچون مشتق ٩۳‏ نسمت به > برایر ۵09 است » 
مشتق ۵۴۱1 نت به 2ا خواهد شد تا۵9ه . من به فرض ا 029 تابع 1 
باشد مشتق ۱1 نست به > می‌شود 60۵12 ۱0 بنأبرادن : 
که ۷۲ ۰ 9711 ع 7 
مثال ۶ مشتق ۲ << ۷ می‌شود .: 
<< ۶ 608۷۲ 2 ۲ رو 


ت سس همحسن می دا د. نیم که مسّمق 1 دسمعت یه 1۱ / سر 7 817 جویتد 


و 1 


دس ار ۱ تابیی از 1 داشد مسق ۰11« (سست ده هم 


ی‌سود ت 
1 -- ی 
۷0 -- ح ۷۲ ۰ 60811 ت 7 
هب ۳ - ۶ ۳7 2 ۰ ۱ ۲ 
مذال: مسعقی ۰ 2 ۲ عیسو د 22 سب << / 
۳ ۳ ۲ 
۱ ۳ 
ج مشق داو! نست به ۱۱ را ور اب خ ۱ 1 تانعی 
۹ ۰ 

از 54 داشد ۱ مدق 101 اسمت دذ 4 می‌شو د 5 ی : 


۱ ۲ 


۱۱-11۵۲ ح< 


تن ۱ ۰ ملاع ۲ 


۲ 
605 


مذال ۳ معشعق << ۱۷۲ می‌شو د و 


( :و۲۳۲ دب رس بت ۳ 

۱ ۳ 09 ‌ 
ها سک یمه 6000 ۱ رن ۳۳ اه ب شب 5 
9 5 ۳ ۰ وت مت 11 17 با 
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کر ی ۳ 


5 تاسی از > باشد» هشبق 004911 نسمت ده ۶ می‌شود ,۲ 


۱ ۱ 


(آوامه 4 ۱) اس دا 


تست سس سس سس وس سجحجحخ2ح 2‏ ۰ چ 0 ۰ سس أ 


و ف ۳ مشتق‌بای متوالی سه در ۳۹ لت کی ؛ مشق بك تا بم پستگی 
نك اندازة متفر دارد دس خود تا بعی ات از متغیر که در حالت کلی 
دارای مشتق می‌باشد . مثلا مشتق تابم <۲- رح و برابر است با 
كِ«_ کد ۳ تأبمی است از که 9 می‌سود ۶ 2۶ . 
آن را به "و یا (عد)۳ ۶ نمایشس می‌دهند . بنا بر آین‌برای ثِ 9 
درم تابع ۳ - عا- ب مرتیب دارم : 

۳ - آ ۳ حت "7 
7و 

ممسکن رت گذ هشنق دژم ىث تابع 1 حخود اس تأبعی ازمتغر نو ده 
نست 3 دارای مشبه داشد , چنانکه در منال بالا هشتق ددم نو نز 
است کد مشبه ان هی شو د س مشق مشق دژم را مشتق سوم 
می گو ند و 9 به ۲۳ ( بخوانند ب تی برس 116۲06 ) با ()۲۳۳ 
( بخوانید اف تی‌برس ۶ ) نماش می‌دهند . در منال فوق‌که ۶۶ "و 


ات دارم : و۷ 


ی ۳ 


مغتق ۱- هام آن تابع 


بطور کلی مشتق طام يك تابع » مشق 
ِ" 


او بث_ با ِث بخوا نید‌مشنق ام ۲ بامشنق 


مدشتفع‌ای متوالی ان تابع می‌نامند 
متال: مشتقپای متوالی و۵97 حد ۷ می‌شوند : 
( )دنه بردمه << ۶ 
۲ 
7 ور ) دنه 91 سس ست ۲ 
) 


رارق 
)وس ودوووس ع ۲ 
۳ 


و بطور ک 


( )نو (تٍ 


۰ 3 سح ۱ ره" ۳ 
همجنن هواک توا رن ومع حت ۷ سر لس 9 
۱ ۱ 
( + )ده دورو سس << ۷ 
۳ 
۳ 5 ِ ِِ_ِِ 
ک )ده 605 / 
1 
1 
)دنت دنه / 
۲ 
ِ بطور کلی 
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- 
مو آرد استعمال هقی 


۳- الف - تعیبن جهت لغییر ات ثابع در چبر کلاس بمجم 


با اه ار ط 
وه ز بر را نابت کر دی : 
قصد مشتق تایع در از ای آ ند از وها۱ 
| :۸ صعودی است مثبت است ( و با ) 


از متیر که تابع در ازای نها نز و۱ 


ی از متفیر که تابع در از ای 
تفاقاً صفر ) ۰و در ازای اندازه‌هایی 
0 ۱ شنت مخعی ی | :ا انفافاً صقر ). 
گر مشتق تابع در فاصله‌ای هد باشف ‏ تابعم در آن فا 

۳ 5 9 د فاصل.ه4 


ار ءشتق تابع ور فاصله‌ای مد و ِ 
۱ ی منفی داشد تایم ور و 
۱۳۳ ۰ ن قاصله 


با استفاده از 9 فد برای تسین حهت سرت و تأبع کافی 
2 مشق تایع ر «داست آوریم علامت و تعمین نیم ۲ دی 
بیینیم 1 مشتق به ازای چه ماد ری از هنغیر » همست و به ازای جد 
مقاد ری از منر » منقی است . در فاصله‌ای که مشق میت است » تاپع 
صعودی است و در فاصلدای که مشتق هنفی است. » تابم : 

مثال : برای تعسن‌جرت تغسرآت تایع وس ۲۷ عللام مشق 


او 1 7-۱ ۲ << ۲ است تعیین هی نیم : ۱ ۲۷ به ازای> << 


۰ ۱ 
هندت. 2 رف ازای > 5امنفی است : ماقرا ی تابم ۲-۲ و ره ۳ 
۱ 99 
۳ صعودی و به ازای > نزو لی ار 
۳۴ سا پم ما کز هم و هبدیمم- ۳ 5 بح (۶)< ۲ در آزای 


م ۸ 22 2 هنصل باشن می دوم 


تابع ب به ازای ,2 دارای ماکز يمم است وقتی که تاج در از ای 


۲ 
|۱2 


پرهای کوچکتر از ,یر (و خیلی نزدداتك 4۰ ,) صعودی و در ازای وهای 
بزر گنر از در ( وخیای نزدیلک 4 ,»ر ) نزولی باشد ودد این صودت (,<)1 

همچنین تأبع ۷ به اذای ,<< داد ای مینیمم است وقن ی که تابع در 
ازای رهای کوچکتر از ,ر ( و خبلی نزدباك به ,یر ) ازولی و در ازای 
رهای بزر کتراز و (وخیلی نز دبک به ,یر) صعودی باشد ودد این صورت 
(م)] ۳ مقد‌آاز 4جججدم تأبع می نامیم ِ 

۳ ۳ ۱ نعحه 1 سشد برای عسن ما دز ,دمم 1 هیمیمم يلك تا بع با ید 
علامت مشق تابع و تمعن 3 . و۵ ارای هر ان از همسر که 
مسق تفسمر عالامت می د هد ۱ بشرطی که ۱ ۳ د۵ از ای آن و دسوسمه 
باشد ) تا بع ما از دمم 9 هییجم ی : اگر تعمتر و ی از ات ده مخ 
داشد تا بح ما ز دمم و اگر از سح ره لد راشن تایم هینیمم هي باشد . 

۳-8 - معاد(4هماس بر منحنی از نقطه ایو اقع بر منحنی 0 
می‌دا نیم که‌ضر مبز او به‌ای خط مماس بر همیحنی تما ش نا بع() ] عد تور نقطه 
و | نز بدطول, 2 هگ با ندازهُمشت تا بم‌درازآی, 3 بعنیی ترآ راشتنا( (36) ۶ ۰ 
ینابر و فاد خط مماس در میحمی در 1۳ ۰27 ۳۹ واقع درروی 
منیحنی [ ,)رو | ی 
ری ) ۰ (ی) ولا ۷ ۱ 

مذال ؛ می‌خوآهیم ماه ۳ مماص بر محمی نما ش تایم ؛ 

8 ‌ 7 ِ ۳ 

۱ واه واه ۲ > لو را در نقطه به طول << بنویسیم؛ داریم ؛ 


۸ ۳۱/۳۰۱ ۳/۳ ۱ آووون -- و۲۵۱ > ر ۷ 
1 1 24 


۳۳ 


اس (ج واه ۱ )هام۳۰ 1 ( + "وامه ۳۱-۳ - -< و 
(۱-- > وامه) (ع< " ودمه--۳)۱ 
2۴ (۱-- ۳ ۳(۰ 2۳۱ ۲ 


60| 


7 


۲-۱-۲۳) ( 


تا ۱ ۳ و۲۳ سب 7 


دس ففا زد خمل مماس می‌شود : 


معاد ل4مماس بر منحنی از نقطه اک و اقع‌در خاد ج‌منهنی- فرض 
می‌کنيم که‌منحنی بهمعاد (4( )۶ -- لو نقطه مفروض ۳ به مختصات 2 و ظ 
راداشته باشیم . هرخط که از ۳ برمنحنی مماس‌شودکاملا مشخص‌می‌شود؛ 
ای وی ۱ او ور وشت اقی بر سس | 1۳4 
بخواهیم نقطه ( با نقطه‌های) تماس هماس (با مماسپای) مرسوم‌از طبر 
منحنی را بدست آوریم » با آنکه بخواهيم امتداد آن را پیدا کنیم دو 
طر بقه بکار می بر دم : 

طر بقة اول - نعبین نقطةٌ نماس - فرض مي‌کنيم نقطهٌ تماس 
(۵ و »)11 پاش | # و 2 در این رابطه صدق می‌کنند (»)8--2 ]. 
می‌نوبسیم که خط مماس بر منحنی در نقطهُ ۷ از نقطه ط می‌گذرد ؛ 
بدین طریق معادله‌ای برای تعیین * پدست مي‌آید . 

معادله خط مماس برمنحنی در 1۷ چنین است : 

(۵ - ) (به) "۲ (0)]- لا 

این معادله را با فرض در دست داشتن 4 نوشته‌ايم » 2و ۷ 
مختصات بك نقطه غر عشخص از خط مماسند . برای انکه این خط از 
۲ بگنرد لازم و کافی است که مختصات ۴ در معادلهٌ آن صدق کنند ‏ 


|۱2 


هه 


یعنی داشته باشیم : 
( - 1۱)۵()2 عد (1)5- و )۱ 
این معادله که در آن 2 و ط معلومند ؛ ۶ های نقطه‌های تماس 
مماسپای مرسوم از ۴ بر منحنی را بدست می‌دهد . 
هثال ؛ می‌خواهیم هماسم‌ای مرسوم از نقطهٌ (ه و ۳0۳ بر سهمی 
۳ - را ۷ را بیدا نیم ۱ 
چون ۲۵-۳ - (۷)0]ع< ال9, مفادلهٌ مماس بر سپمی در نطه به 
طول 4 چنین است : 
(ه - ۳()26- ۲۵) < (۲۵- )- 1 . (۲) 
اگر بنویسیم که این خط از نقطهٌ (ه و ۴) می‌گذرد » برای‌تعبین 
طول نقطه تماس خواهیم ات 
( یه -- ۳()۴- ۲۵ ) د ( ۳0 آیو) مت و 
چون این معادله از درحه دوم است ؛ معلوم می‌شود که از نقطه 
طولهای نقاط 


تماس دو مماأس ۰ ر شه‌ه‌ای اک شا ۸ هی ۲ و ۶ و نا در 2 


مفر وضص دز مماس می‌توان در هی مفروض رسم 1« ۰ 


عرضیای این نقاط ۲ - و۱۸ می‌باشند. برای نوشتن معادلة این‌دومماس؛ 
کافی است که در معادله(۲) , ۵ را برابر ۲ با برایر ۶ و مخصو ص 
هی بسنیم که ضر دب زاو به‌ای این دو مماس رتیت ۱ ٩‏ است . 

طر بق دوم - نعیین امنداد مماس - می‌توان قبلا ضریب 
زاو به‌ای خط مماس را بدست آورد و بعد مختصات نقاط تماس را (اگر 
لازم باشد ) حساب کرد . برای این منظور ۰ خطی با ضربب زاویبه‌ای 


محپول 11 از تقد ( ۲ 12 می‌گذرانيم و فا( تشکل می‌دطمم 
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2 ( 


1 ر شه‌هایش طو لبای تقاط تلاقی ان حط و محنی مفردصض ناشد ۳ 
معادله که از حذف /ز سن معادلات دست‌کاد : 


() 1 ۷ 
(8 2 )موز ول زو 


بدست هی | دد » عبارت است از : . (و )رو وا و (۳) 
۴ » ریشه مضاعف داشته باشد . 

در حالی که ات معاد له از درحه درم تا ث_ باشد 3 1 شرا ط را 

مثال ؛ در مورد معّال شل 1 روا[ (۳( چسن ی ۱ 

(۴- )10 و۳ سس ۲ و 
ه ‏ ۲۵ ۴( ۲-۳ (۴) 

برای‌اشکه ها (۴) ر سشه مصاعف ۳ با شٌّد 4 لازم ۳ کاثی 
و ۹ 1 در هد 9 ۸ ۳ ۳ در معاد له ۵ نح 1۲1 ۱۶ ۳(۲ 1 ) 
5 ۵ عم ۵ سا ورن ات ؟ 1 صدق ۱ دی ا ۳ 9 _ 0 ۵ ار 
ان حال از روی ممادلهٌ (۳) می‌بینیم که ۶ ( طول نقطه تماس) ترتب 
ان ؟ و ۶ خواهد ره 

۶ د معادلةٌ فام برمنحنی از نقطه‌ای واقع بر منجنی - 
ار 1۷ شطه‌ای از منحنی (2)) وخط ] 1۷هماس بر (6) در ]۷ باشد» هرخطی 
که‌از ]۷ بگذرد و بر 118 عمودباشد قائم‌برمنجنی (6) در نقطةً 36 و 
111 بای3ا ژم) نامدهمی‌شود. 2 محی, (ر)) مسطح با شدو در صفحه ۲ () عر 


حاداشته باشدیکی ازا ین فا تمیادر صفحه جود مسىحنی دعنیی ۱ ۷( 


5 
9392 ات 


و 


بت 


هر ار دازوه عراع شست. ۱ ودون ماو ند رن فا نم که از نقعله ]1۷ منحنی 
می‌گذرد ۰ فرض هی کنمم و مت تیب بو در رخ سورد 
۶( و ۲() به‌عورت (۶)]< ۲ و (,۲ و ,)1۷ باشد | (,26) ,| 
م مر 
جون این خط از نمقطه (,۲ و بع) ۷ می گذرد , معادله‌اش 
0 
لس )1 عح ۲-۷ 


هی باشد ‌ِ جون ۳ مماس 1۷ شمو د ی 6 صر دب زاو به‌ای 11 ؛ 


2 ۱ ۱ 
فر دسه ۳ سر دب زاو به‌ای مماس ی انآ نی ۳1 (,۲ ی 


مشق تابع ده ار ۳ < ( سأر ان معاد له فانم چنن می‌ شود 


‌ 
۷" ( ۳) 


0۵ 


۱۱ 
همال : می‌خو آهیم با فانم بر هنحبی نما شش --۲ راعحت ۲۷ 
و در نطه 1۷1 ده طول ۳ (۱۵ 11۳ ددو دسیم ۱ دار م : 
۳ و۲ عد 7 
۳ جت ۳ ست 9 هن زا 
دس فا یل فا نم در اه منحنی جسن هی‌شود. : 
۱ 
ی ۱ ۳۰ 
معادل4فا ثم بر منحنی از نقطه‌ایو اقع درخار ج #۵مکمپی س فرض می کنم 


که بخواهیم‌معاد لها ْمی را بنورسیم که‌ازنقطه ۳ بگذرد د بر منجنی 


بو ۳۳ 


()۶- ۲ عمود یاقائم باشد. برای این کارکافی است: نقطاً 10 بای فاثم 
فرض می‌کنيم که نقطهُ (۵ ۷۲02۰ پای فائم باشد [ * و 2 در 
را یه () ]1 تصدق می‌کنند | ۱ شاه ۶ جط 9 دم بر ممحمی‌در عبارت 


اف 


این معادله را با فرض در دست داشتن ۵ نوشتهام . 
برای اینکه این خط از نقطهُ۳ بگذرده لازم و کافی است که‌مختصات 
ظ در معادلهٌ ان صدق‌کنند » یعنی داشته باشیم : 
(- ۵) ج ج س - ()] - و 
این معادله که در آن ه و ط معلومند طولهای پای قاثم مرسوم از 
۳ بر منحنی را بدست می‌دهد . 


تعیین تحدب و مر منحنی و شفطه مطف 


۷ - (حداب ص‌ تقعر مضه نعطه ءطف - ات ود محور هأی 
مختصات را مطابق معمول بگیریم » برای سپولت بیان امتداد محور ۲ ها 
را شاعو ای می‌ناهیم « با این فرارداد دو اصطلاح ۹ بال> ژ (درحبت 


؟ های مشت » به یلك هعنی بکار می‌رو ند . در این صورت سرادت در 
هر ءك از شکلهای زیر چنین می گو یم ۱ 


9 


9532 


یب ۲۳ 
در شکل الف ؛ تجدب‌فوس 
رو به بالا ( یعنی در جبت 
های میت ) است با می‌توانیم 
بگویم تفعرش رو بهپایین (یعنی 
در حرت ۲های منفی ) ات 

در شکل ب ۰ قوس (آن) به 
طرف پایین محدب است باتقعرش 
به سوی ۲های عثبت می‌باشد . 

درشکل ج , قوس ۲:۳۶ 
اسان ۱۱۰ دما 


8 ۸ از شکل‌الف » تحدش رو به 


الا و 1 که مانند 1 از رش ب) 
شکلن 1 ن<د مس رو به داسن ات ۰ له 1 از فرس ,۳ <د فاصل 
۱ ۲ ث 
سن 24 فوس 1 ۳۶ 
است که تقعر یکی به سوی 
۰ ۳ 
دامن و تک 0 ۲ 
بالاست . به‌عبارت‌دیگر 1 3 
نقطه‌ای است از منحنی که (س ج) 


در - کر رن هدححی تفسر هی کند .۰ ۷ را نله عطف این 


متحنی مي نامند . 27 


۷۴ 


هر قوس که مانند ظ. با 12 تجدش به طرف الا باسد 
جمیع تقاطش ز برهر مك ازمماس‌ای نقاط بن دوسرآن منحنی‌فرار دارد 
( بجز نقطهٌ تماس که روی مماس است ) . در مورد چنین فوس اثر 
طو لپای را 8 و ۳( و) فا هد فوس را ()۶< 7 بگیر > 
وقتی که > از ه به ط ترفی می‌کند » مماس بر هنحنی در جهت سهم 
(شکل الف) دوران می‌کند بعنی زاو مماس با 0۶ تنزل می‌کند و 
بالنجه تانزانت این زاویه دا ذرب زاوبه‌ای مماس » نیز تدزل می گند 
عنی (*) ]تایعی است نزولی از > . 

هر قوس که مانند (6 با 16۶ به طرف بالا مقعر باشد جمیم 
قاط (بجز نقطه تماس) بالای هر بك از خطوط ماس آن واقم‌است 
و هنگامی که ۶ در فا صله (ظ 8۰) ترفی می کند , مماس بر مثحنی در 
حجهت سرم (شکا ل ب) دوران هی ‌کند عنی زاو به مماس با «() وبا لنتیحه 
(۶)] تابعی است صعودی از ۶ . 

در روی فوسپای مانند 1۳ که دارای نقطه عطف متّل ۲ 
ی‌باشند » ار مماس برمنحنی را در نقَطهُ عطف رسم‌کنيم » این مماس 
از منیحنی می گذرد » زیرا يك قسمت از منحنی بابد در ىكث طرف عماس 
و فسمت دیگر در طرف دیگر عمای قرار گیرد » به همین دلیل 


می گو یند که نقَطهٌُ عطف » نقطه‌ای است از منحنی که مماس برمنحنی‌در 


1 دی ( )۶ تعسر علامت می‌دهد . بان می تون گفت 1 در 


قطهٌ عطف تابم (عد) ")و (ضر بب‌زاوبه‌ای‌هماس ) ماکزیمم با مینیمم 


۰ 
|۱2 


بح ۲ 


۱ بطور جا( مد هر گاه نهر ممحهندی ()1حت ۲۷ در ۵ اصاهه ( 9 2( 


اشست 
به مت پایین باشد در آن فاصله تابع (ر)۲۱ نزو لی‌است » واگر تقعر منحنی 
4 سمت 2۲ باشد تابي( 6 در آن خاصله صعودی است ؛ و در نقطً ءطفب 
تایم ()۳) تفییر علامت می‌دهد . 

۳ اگر ور ازای جمیي ماد بر 4 متعلق رد فا صبل (طٌ ۱ 2( 
مشتق (د) 1 عنی حشتق ثانی ()< لو [()-- و] , مقبت باشد در 
این فاصله تابع (عد)۱] صعودی و تقفر منحنی (()]< ۲ رد سوی بالاست ؛ 
و اگر ور فاصل ( و : ۰2 ۷ منفی دا شد تابع () "1 ازولی و نقهر منحجنی 
(5)]:- ۲ 4 سوی پایین است » و اگر "و در ازای 6 > ۶ تعسرعلامت 
خهته فتاه ده طول 6 از منحی ( )2-1 ۷ نقطه عطف هي باشد ۱ 


حرطا ِ قوف ان ی حدول ۳ تحار سر ۳ زد ؛ 


1 8 گر یمم م 


بدسوی با ٩‏ | ب#سوی‌پایین 


ها 


در مه جر 


ند‌سو ی با من | بدسوی ناد ار ۳ 
۱ ۲ : ۰ تفع هفء‌حنی 


زمساه عصلف 


یا 


۸- تعیین تقعر و تحدب و قاط عطف يك‌منحنی - ازا 


(مج ۵ 
مت ۱ ۳ - ۳ ۷ 
بان شد وی عمیی برای نع سو ی نقعر ( دا تجدت) و زا طعطی 


دك ماحجنی بد معاد له (:<)] - 


۳ تِِ" جسمن ددست مي | ِِ 


1 سس ۷ عتیی ۷ و حسات می گذیم ۲ مقاد بری ۹ 1 


28 


مشق 11 ی 


۲ ۳ 


در ازای انیا ۲ ایس علاهت هی د هشد بدست می آور دم 1 این مقأد ر 
معمولا ر شه‌های هت () 1 می‌باشند | در برخی موارد ؛ مثلا [ نجا که 


2 رگ اس جمی؟ * انتیت وه به از ای مقادبری از ٩»‏ 54 از 0 -- 
یه 60پ تقسر عااست دهک 6 ور ان صووت 1 بن مقادیررا هم به ر بشه‌ها 
منضم می‌کنيم ) . ؛ دس‌از 1 ن مقادیر را به تر تب صعودی مر تب 


می‌کنيم » در نتییحه فواصلی برای تغییرات ۶ بدست میا بدکه درهر بك 
از آ نپا علامت "9 یعنی صعودی با نزولی بودن 7 معین می‌شود . آ نجا 
که ۲ صعودی (7"<<۰) است تفعر به سوی بالاست و آنجاکه ۲ نزولی 
تا مقادبری که در ازای 


آنبا "۲ تغبرعلامت می‌دهد طولهای نقاط عطف می باشند . 


(ه> ۲) است تقعر به سوی بابین است 


مثال٩‏ - برای تعیین نقطه عطف‌وسوی تقعر منحنی ۲ ۳- "جر ۷ 

مشتق دوم آن را حساب می‌کنيم و ریشه‌های آن را بدست می آوربم ؛ 
اس آ یوعد !۲7 
(۱ مب و) توح توت لاد 7 


که رسمه ان 2۱ 6 وا پر این جدول زیر را دار یم : 


ِ 
۱ 952 


تا ی د 
چنانکه می بینیم تععر منحنی در ارای > به سوی بادن در 
ازای ۱<<» به سوی بالا ونقطهٌ به طول ۲۱ نقطهٌ عطفان است 
مثال ۳ : برای تعمن سوی تفعر متیحتی و ۳ ره ات اعد ۲ 
۷ )وه ۳ -- آ ۴ عه "7و 
سوه )۱۲ ۷۲ وه وا و۱۲ 7 


و رشه‌های "را بدست می‌ادر یم : ۲ج ,۲ ۰ 2-۳ و حدول 


زیر را تشکیل می‌دهیم : 
وه -- ۳ ۲ ۵ - | ر 
۳۴ 1 
4 ۷ ۱ ۶ ۳ 
۱ یه ۱ ۱سا 
نقطه عماف ."نله عملف ۱ 


چنانکه می‌بینيم تقعر منحنی در دو فاصله (۰۱ هه -) و 
(مه +4 ۰ ۲) به طرف بالا ودرفاصلهٌ (۳ « ۲) به طرف باین‌است. منحنی 
دارای دو نقطة عطف به طولهای ۲ و ۳ می باشد . 

مثال ۳: برای تعسن حبت تقعر و نقطه عطف منحنی نماش 


۵ 


سس 


(۷- و - < ۷ بتر نیب دارهم : 


ِِ 
"۳ -( 
۳-7 


-- سب 20 


|۱2 


۳۸ جبر شدم دیاصی ۱ -۳۰-_ 


۸ 
۳ "۳ در آزای ۲ << منفصل می‌شود و از - به لب تعسر 1 مر مب 


۱ 
تع مت دهد , 


ی ۹ 2 4 ۲ 
۰۰,۰۰۹ مس 
1 ۱ مم اب ا (الف) (ب) 
۱ ۲ ۱ 
0 ی ۷ 2 ۸ 
و ۱ ۱ 
ی او ۱ ۱ 
۱ تثٍِِ ۱ 
ره سو یا بالا . اه و سو ی : ن‌ ۳ 1 ۲ ٍ ی 
قطه عطلف :۲ دک ۱۳ ۱ 
ایب .. .« یس | . (د) (ج) 


۵ اشخببص ما کر دمم از مینیمم با استفاده ازمشتق دوم - ه << (۳)۵] تابع(عو)) دد اذای و مینیمم است . 


فرص می نیم کد مشمق تا بع (*)1-- ۷ بد از ای و ح< ۲ سقفر شود ؛ ی ۰ (8) ] >( 6 ۲ ۴ ماکز همم است . 
ایرت که ا بم به ازای هت و ما کز ی 1 مینیهم ۳ با ات ه < (8) ِِ ۶-8 جهت تأبع تن لمي کند ۲ 

همین تا یج رآمی توان‌ازروی جهت تغییرات (*)8۳ نیز بدست !ورد . 
ملا" ۳ ه در (8) ۲] باشد تابع 6۹ 5 ازای << 1 صعو دی 


است وجون ه < (8) ۲ ۰ (3) و ار را رم ی‌کرچکتراز 8 منفی 


تا یت دما زد ا ر بخواهیم بدون نعسن ۰ عامت سدق 6 2دو ۰9 تأبع 
را ده 2 4 << ر مشحص کنم 6 کافی ایس که معدین کنیم که تفعر 
منحنی (ب)) نماش تعسرات تا بع , در محاورت نقطه ۸ ( یه طول جِ) 


و در ازای ۶ های کم تا 1 ادن ()] در ازای 
ال با ری ات اه ۸ ات (حره ۲ ۲ 


8 << در هیرهم خواهد نود - 
تشعر تعمیر می 5 ۰" ( ‌ ۳ فی ت تابع در ازای << ۷ هنیدم باشد یت 


تقعر منحئی (0۷) در میحافرت ۸ بدطرف الا خواهد ود ۱ شکل ب‌( و 
داد م ت (۵) / 3 وفمی 1 ِ در را 2 ما کز نم با شرف تععر 


۱ ۱ ۱ 
منحنی (/)) در معاورت ۸۸ به طرف باسن خواهد بوذ ( شکل الف ) و ۳ 

۲ ۱ ۲ ۱ ار (3)"] 
دار م ۵(>۰) 1 ِ اا ار مشق ۵ از ای ات ۷ «#دجور عاللامت زد هل ۱ ۱ 1 


تابع ماکز یمم بامینیمم زخو اهد بود و ۸ نقطا عطف (0) است . [ شکلهای ۱ نزولی )۲ 
(ج) و (د) ۲ . ۱ 0 


۹ 


نمرین 


تعیین کنید که کداميك از توابم ذیراتصالی و کداميك انفسا لیند و به 


ازای جه مقادیر متفیر » مثفصل می‌شو ند : 


هت ۳ ۲۲-۱ < 7 
وه ۳ سس 
۳- 1 ۴ 9 * ۷ < ۲ 
۲-۱ 
۳ طسو و ۲-۲2 
سس 6 
۷ ۹ 
۳ ۳0 ِ 7 سب 
۷ ان 2۳۲ ۲۳۰۱ 
مشتق توابم زیر دا تعیین کنید : 
ات ۳ 
۹ سس هًٍّ_.- ۲۶۰٩۲۷‏ _ 
۳ ۲ »زر 
کر اش و 
۱ 2 7 ۱ -- ۶ 
۱ ییحی ۳ کِ 0 5 
۹ ۲ 2-۱ 36 ۳ ِ 
۶-۱ / 2-0 
۳ 9 و 
۲-۱ ۲ ۲۵(۲) 7 
۳۳ بسسرست ۲ 
2- 7-0 ۲ اس ۶ ۱ و۴ . اس آ یو[ << 7 
۱ ۳ ِ ِ ۱۳ 
پ‌ َ ۲-۶ ۱۸ ۲-۱ - ۲7 
۳۹ 
5 کاس ۱ | 5 ۱ 6 سح 
۹ (۱ ۲-۳ ) :۱ 3 ط ۱ ۱ 
«ِ ۳ ما ۱ ی 
(٩‏ )۰( 1 ) < ان ۲۳- 9 انآ" 


۱52 


انب 
ك۳ٍ- ۳ ۱ وه رو 
رو ۲۷( »و۵۸ ع< ۲۷ #۲ 7 ۲ :۲0 - ۲ 
۵ 0 رون . ۲ 317 ۳۲ عت ۷ ۸ - ۳۵۶5 ۷۱۵۱ ۲ 
۳۹ ِِ ۷ ۳ 4 - .۰ ۳0۷۵ ۳ 


1-۲ رووه 
مشنق دگیر ید (مشنق تا بع تأبع) : 


۹ ۳و۵ 7 که درآن ۱-- 10-1۲ . 
۴۲ 1.۷ که ددآن ۳۸۰۲۲ <) د پر - آو/ < ۷ ۰ . 


۲ 
ی . و کدرآن ابو وا 1۴ 
ست آ ۷ 1-1-۳ ٩-۷-۲۳‏ 
۱ سب مز 
۳۴ ۳ جلی لا رن ۲:۵۲ - 
و 


۷" ۲۱ ۱(۰۵:۸- ۲ ۲۱) آومه۳ - 7 

۸ ( 2 ۵) ۲۵۲ + ۲۷ واهه ۴ ۲ 
۴ 

۳۹- سس آ و ۰۵۷ و۴۰۸ < ۲ 


مشق توابع ز بررا بر <سب که دوعه ٩۷‏ تا بمی از و و يك دفنه 
۲ تأابمی از 1 باشد بیدا کنید : 


۳ وت ۱ سس ۲۲۷ ۴ سب ز 
۱ ح 2 9 
۳- ۵ ۳۲ ۴۲ یر۳ 
۴۳ 4 (۱ سه »ر -- ۴5 ) (۲۷۲ - 7 ) 
#۳۴ س ۵ 4۲ ۱(۴ -- 3)( 7وعت آز) 
مشتق طرفین هريك ازاتحادهای ذیردا بدست آودید وتحقیق کنید که 
پاهم پرابر ند : ۱ 


رن 


2 
۵۷ 3 ۹ 
۲ ۱ 
و ۱ و روبزم مسائل مر بوط به مماس و قائم : 
۷ ده 7۳۵ ۳۸ ۱ و وحم ۷۳ بت معادله مماس بر منحنی نمایش "مب پوت 7و را در نقطه‌ای 
شتت ۱ به" طول ۱ بنویسید . 
۴4۹ ۳:92 ۱ ۳ 
, و ۳۲ 3و 3 را ۷۴ منادله مماس بر منحنی نمایش ه سح و۴ - ولآ را در 
۶ و۱4 1 ۱ ۲ 
نقطه‌ای به طول ۱ بنویسید (دوجواب) . 
مشق اول و مشتق دوم هريك از توابم زیردا پیداکنید : 3 ۵سمادلة ممای پرمنحتی نمایشه بح ۱ ۴٩‏ مس ۲ ات و۷ 
۱- ۸ ۴1ص بو ۲-- ۴+ هرت بو 5 را در نقطه‌ای به عرش ۱ ننویسید (دوجواب) . 
۳- ۹ ۳ ۷ ۱ ۷۶ از نقطه‌ای دافم بر محود ها ده عرض ۲-- حطی بر هنحنی 
ود ۳۳ 4 ۲ اد 1 1 
تا / #.- سس و 5 از نفطه ۱ خطی برمنحنی نمایش ۱ - عح بو ۲ 4 ۲۲ 1 بو .1 
٩ 2۳۱‏ 
۷ ۲ و ۲ ۱ ممای‌کنید ومعادلات مماسها رابنوی-ید . 
ات ِ 4 ۲۳۳ ۳ ۱ 
ناف « ص ۱ ۱ ۷۸- از نتطا ( 0 چند خط می‌توان بررمنحنی نمایش : 
2۹ سس و سس 17 ۲ 
#ِ« / ۵ ۱ هد ۱ زوس و۲ سس ۴ مماس‌ کرد ؟ معادلات ممأسها رایئو یسید. 
ممادله قائم بر منح: ۲و سب را در نقطه‌اک 
7 7-0 ۲۱9 عحد ۲ ۲ِ_- ار ۱ ۱ 0 بآ ان ۳ 
2۳-0 :17و ۲ كٍّ ِ ٩‏ نو سیف 1 
۳ 6 کم سل ۲ مهس رو ۴ تست و #۸ ممادله قائم بر منحئی ۴ زو سا و را در تقطه‌ای به طول 
0 ۹ ۱ بنویسید . 
2 دالمدن و ربمم یامینیمم هر بل ز توا تبرت لممی یی : ۲ 
۳ ف ۱ #- ممادلاً فا برمنسنی ۳ سب را دد نقطه‌ای به طول 
0۵- ۷ ع ۲ بو سس و۲ برس و 1-۲ و :8 
۳ 4 
۷" - و ۷ ۸ دس کت ۱ پآ ۳ ۱ 
1-۳ »5 # موه 
ی ِ- ماد له فائم بر مفحنی ن سح ۷و۲ زا رو آ بر را در نعطه 
4 تا( ۷۹_۸۰ ۲-۱ ۷ 4 ژ ۲ 
۷۱ / 1 ۳ 
سب ۱ - ۲ زلف ع ‏ آز ِِ ۸۳ مدادلا پر نی 9 را از نعطه ِ ۱۳ بئو دسید. 
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۲ مات 


مسائل مر بو ط به تقعر و تحدب و 2طه عطف ؛ 


گنرد در <ه فاصله‌ای از هنغیر ۰ ماءحئی نمایش هر ی از توأبع 


زیر محدبت ۳ مععر ند و همجن مختصات نفاط عطف آ نوا ۳ بیدا کنید ۳ 


اب۲۲ اقا ی 


۴۳ ۷ ب #۷ ۴ (۱س--) عتد بو 
هزوح یو ( تحفيق‌کنیدکه نقطاً عطف مر کزتقادن 
منحثی است ) . 

4 ۴ - و۳۳ ۲۷۲ - عد بو ( تحقیق کنید که نقطهٌ عطف مر کز تقارت 
منحثی آن است) . 

۹ ۱(۳-) ع< ۷ ِ- سورع ۷و 
 -۴۲4۱ ۴۳‏ واحد ۲ ۳ هک سر 
۴ از اوعد زو 48 ۳( ر) ع< بو 
؟"ِ- سس و #۷ سل و 

۲ 
.و 4 بپبع-۱ 


طو لهای تقاط ما کز یمم و مینیهم 
دذونا اما ده از حدول ۰ تحمّیق کنید که کدام طول نماد ما از ٍمم و کدام‌طول 
نمطه هینمم انیت 


هر ءلث از توابع ز بر را تعیمن هو ده ؛ 


۵ ۲۲۱ یو ۱۰۱ 
#۳ اد ۱۰۳- 


۸ س- 6سا آ ودب ۷ 
۳ ات ۲و سس ِّ 


9۴ ۲۳ ۱۰ ست ۲ 
۲-۱ 9 2 نت ۹ 3 ۲ 
اشت تخسات | ۲-۴ 
9 ِ_ 
چا ۰۲ آ(۱عر) ۷ 


۱۵2 


هو و هبهم و دفع اما ۵ 
۳ صوز نهای هسيم مه می‌دا _ 1 برای محأسبه ۳ دات 


تابع در ارای 4 از | ندازه‌های مغر با دك ان اف ۳ را در 
عرارت تابع قرار ومقدار ۳1 ۳ حتان ٩‏ رد , گاهن در ازای بعضی 


| ندازه‌های مغر ( محدود 3 افیا نگ رع 1 عبارت رف "۳ 


ّ ۰ ت را هم - 0ه در آ ید که مقدار حققی 
شکلهای - با با مه < ۰ ؛ میا 


هیچکدام به همین شکل معلوم نسست 3 


کِ ۱ 0 ۲ 
۳ 3 به ازای ۲ عهعد به شکل -ج- است . 
ول رن - 1 
۱ ل بت تس 
2 - که یبد از ای 6 <- یر ره ۰ | 
0 ۱ 


۰ َ ره ۱ 
ِ ۵۱0۱ که ه ازای سسحت 6( وج 2 ه بت 


۱ كت نت ند 
و ۳ - رت ۲ که به ازای مه -- ز به شکل مه 0 


- با ۱ 9 2 ۵ 3 من سب وی را صورمبهم‌می گو ند 


و برای بدا کردن اندازَة حقیقی اما اب از آنبا دقع ابهام کرد 


اکر و درازای ,»رح به به صورت رم ۳ بل , مقصوداز) زدار هحشیه‌ی 
ر و دز 


۷ در اذای ,رس و حد اندازه‌های ۲ است وفتی که :5 ٩‏ سمت میل 


کند و برادر آن شود . 


: ك‌- 
0 ر فع ابهام صو رد همي‌ج مه دز جر بال بنجم د ید دد که او ۷ ۰ 


ِِ 


۱ هد ۲ رمع اد 
قصسه - ازدازخ دك جند جمله‌ای ور ازای مه ۲ -- « همأن 
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۴ 
سا تل مر بوط به تقعر و تحجدب و نقطه عطف : 


تعیین کنید در چه فاصله‌ای از متفیر » منحنی نمایش هر يك از توابع 
زیر محدتب ً مفعر ند ۶ همچسن مختصات نماط ععاف ۲ زا ۳ بیدا کنید ۲ 


4۸۴ ۴۱ ۷۲ نت بو 0۵+ 1-۶۸ عد ۲ 
سم .۰ ۸۷- ۴ ۱(۲-- ») ح ۷ 
ما۳ وت ۷ ( تحقیق کنید که نطهٌ عطف مر کز تقادن 
منحنی است ) . 

4 ۴6 ۲پو۳ ۲4و۲۷ عد ۷ ( تحقیق کنید که نقطهٌ عف مر کز تقارن 
منحنی آن است) . 


9 (۱-) دا ۱ ۱ رس لو 

۴۳ ۱- ۲-۴۲ ۳ ۲۲۱ یر 7 

۴ ۱( ردو 4۵- )و 

.۳۳ دا 

ی ۲ سب »و 4 بله ۱ 
۳ ۲-۱ 9 

۳ ب 1 ۹ ۲(۲ )۷ 


طو اهای نما ما کز یمم د‌ دینیمم هر كت از توابم زیر را تعمدن نمو ده » 
بدون استفاده از جدول ۰ تحقیق کنیدکه کدام طول نمطة ما کز یمم و کدامطول 


۳ مینرهم است : 


ماس ۱و۲ وت لا 9ب 


۴۳ ۳ ۷ 7 ۳ ۳ پوت زو 
سک 7-0 > 
ه 57 حصح یه حد 
۴ ۱ ۲ و / ۱۰۵ 7 ۲ 
راک ۷ سس آ و 
۳۳ ۳ 
۴ ۳ ۱ ۱(۲ )7 


|۱۱ 02 


9 صورنهاف سيم چ می‌دا ند ِ برای ماس شرت از با 


تا یم در ازای 9 از | ندازه‌های مهس با دك ان اقا متفر را در 


عدارت تابع فرار 3 ومقدار آن و سای رو« اه 5 از ای عصی 


ایا مهاگن صنعدر ملد د 8 تامیددود ) اتتا ده ان عارت یگ "۳ از 


ت را هه - مه هی 
ها ۵ ۲۶ در هی! « 


هبچکدام ره همن شکل معلوم تست ۰ ۳ 


مب ۲ ‌ 0 ‌ 
ول دنت زر 
۳ و ۱ 

1 15 به ازای و -- 3 ب ۱ تا 


۲ 


و ۳019 ۷ که به ازای هد ۶ 9 مه *< ه است . 


و پر پات با کد به ارای وه -- >( به کل ده -- ون 


۱ 


شکلهای -- با با مه که را مه -- مه راصورمیپم‌می گویند 
۵ * 


و برای بسداکر دن اندازة حقیقی | نها باید از آنبا دقع ابهام کرد . 

۱ اگر و دزازای ,6عت ۷ به صورت میهمدر ید , مقصوداز) ندازهحقبقی 

« در اذای و2 ۶ حد ازد از‌های ۷ است وقتی 4۶ ۷ به سمت را میل 
گدد و برابر آن شوه . 

ات ر فع ابهام صود هبپم س در جبر سال‌ینجم دیدید کد اولا : 


۹ مهم ۲ - پر همان قفا« 
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۱ قسبه ‏ ازدازق دك دند جماد ای در از 


بت ۳ انب 

جملا برر گترپن درجا آن در ازای هه 2 -< :زر است . 

ازاین‌فشیه . درحقیقت می‌توان برای‌رفع ابپام چند جمله‌ایهایی 
که به ازای 00+ << به شکل ۵۵ - صم یا وه وو ت- در 
می آ بند استفاده کرد . مثلا انداز »- ۲عوح بو به ازای صه -- -< و 
به صورت مهم 6۵ -1 جع س است ولی می‌دانيم که مقدار آن درحشقت 
0 -- می باشد . 

انیا : با فرض اننکه (0) و ()ج دو چند جمله‌ای باشند 


۰ 4 ‌ )1 
)زداز ۵ تا وه << مس ۱ ات سک 
بداز () ن ۲ در ازای ۰ +2  <‏ : 


اف ب صفر است ؛ )گر درجا صورت از در جلا مخر ج کوچکتر ناشد . 

پ - عددی است برابر خادج قسمت ضریب جملا بزدگترین درجه 
صودت ؛ برضر یب جملا بزر گترین در جلا مخرج » وقتی که درجا صورت 
مساوی در جل مخر ج باشد . 

ج م بینهایت است » وقت ی که درجا صورت بز ر کتر از درجلا مخر ج باشد. 

از این فواعد نیز می‌توان پرای رفع ابپام توابع کسری که به 
از ای ۵ 7 عت یز رد شکل در می [ ند استفاده رح ۱ ملد" اندار 


۱ 0 
9 به ازای هه - ع با به صورت صم 


درمی ا د ساویت انتت ن 

علاوه بر فواعد فوق دستورهای دیگری برای رف ابهام صور هیپم 
وجود دارد که ذبلا باختصار به بعضی از آنها اشاره می‌کنيم : 

۴۳- دفع ابهام‌صورت‌مبهی : قاعدف 1100111 -چنالچه 


تأبمی ده صورت )1 باشد ودر ازای مقداری‌از ۶ 3 هم صورت 
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|۱2 


۷ ماس 


سس 1 ۵ ( ۹ داشد » نت 
و هم مخرج صفر شوند » یعنی ۰ (,لد)؟ و ,۵۳ اش اب 
0 


تست د‌ ۲ زد 1 رمق تدم 
ی ۱ 3 در میا ید . می‌توانیم بوسحم 


)6 6 نت 


()ع - ()۵ (8)5 


| چون و حد (, )1 ۲ 46 ۲ در حقفت از صورت وم‌خرج 


ِ و ص اه 
2 0 چیزی ام تفت اسست | وبا 4 فرض انکه رد۲ ۱ 
( ,)1 -- (<) 1 
مایا 
( )یه -- () تم 
6 


مشتقة باشمّف » 
حال جنانجه 1۶۱ د (۷)ع سمت بد دارای ق باشند 


> هر ٩‏ ددم ۵٩‏ : 
که ۳4 را د۵ سمت ث هن می‌د شدم : طمق در تک هید نبم 


وقتی 
وی - اما لک مش .. می‌بینمکه لو به سمت‌حدی‌پرابر 
۳ وج با 
(,) ) مسل 3 8 دار ؛ : 
5 جب کی و ی 


(,) ۲ مس / 0 زا 
(<) ك رت ۶ 


])<( 
۲) ۲( 


9 
به ازای ۱ععر به صودت ۳۵ و 


دهمی اگر کسر 


۲۲)۶( 


ره از ای همان 
71 9 ۳ ح ۱ حجكلب 1 
آید . حد آن در ازای , ۷ ع< که ارار )2۱ 


۳ 


۱ اشته باشد) . 
 <- ۷‏ است ( مشروط براینکه این حد آخیر وجود د باخب) 


سر 


۱ وا ده عو بعتأل ) 5 


۵2ات 
( بیدا ۰ 0 3 
9 نا بر همین دسنور ار زر 1 ازای رد 3 << ٩‏ 
باز به شکل - سح باشد مقدار حققی آن | زر ۳ 2 کب به ازای 
6 


یک << 2 است ( : 


مثال ۱ 


؛ می‌خواهیم مقدار > و را به ازای7 < > بدست 


0 


اور م . هی بیسیم این تیم دث از ای ۳ 7-22 ول نه صورت تم" در ی و3 
برای رفع! بهام از فاعده هوپیتال استفاده هی کنیم و می نو سیم ؛ 


۳ 03۲ _ 7 ۳۳ ۰ 
ِ_ ( (۵ 4 «03 سب‎ ٩ 
817۲ 


7 ۷ یه از ای ۳ ح- ور بر ابر ۳ ی 


۲-۳۰۲ 


سا براین مقدار حصعی پصسِ 
منال ۳ : بر ا 


در ازای ۲ - وا که به صورت هبهم ‏ در هی‌آید با استفاده از قاعدء 


هوپیتال داریم 


مس 3 7 
سب و۲۷ 


توجه کنید [ از تابم فوق کر ار اج ۲ ع به طسق هت 
می‌توآن رقم ابپام کرد : ون صورت و مخرج ان به ازای ۲ -- * صفر 
می‌شوند یعنی هردو بر 1-۲ قابل‌قسمتند پس هردو را به‌حاصل ۳ 
عوامل اول نز ره می گنیم و عوامل ۲ - »و را از صورت ومخر ح حدف 
هر م (کسر 3 گر می کنم) ۳ جدددی پدست آید ۰ چون ان 


کسر جدید به ازای همه مقادیر > با کنر مفروض معادل است بخصوص 


ی افتن معّدا حقیفی تایم 2 - 
فَ ۱ نا و و و 4 


‌ 
|۱2 


۵ ( 


مت مایت 


به ازای ۲--» مقدار آن را بطور قرار داد اندازه حققی کسرمفروض 


۰ 9 


۷ 
و 


(۲()۱ 7 ») _ ۲۶۰۳۲ 
(۲()۰-۳ -- زر ) ۹ كِ 


که به ازای ۷ مقدار ۲ می‌شود ۱- . 
۳ 


0777:-<27---‌ ِ 
5 ۵ - ۲-۷ 


در ازای ۲ حد و که ده صورت هدهم و" در می| ید : با استفاده از قاعدخ 


«أفّن مقدار حققی 


مذال ۴- برای 


هوستال دار یم 0 


۵ ار میت مر 
۳ ۴ ۲ نت 


ن ۱ 5 ۷ ۲ 


می‌توان رفع ابپام نمود ۰ صورت ومخرج‌آن را در مزدوح محر جح ضرب 
کرده و بعد کسر حاصل دا مادم هی کفیم : 


) - ۲()۵ + ۷/۲ ۲۱( 


(۹ 


۲۵-۸ 
(۲۱ ۵ (۲۱ + ۲۵۰۷ ۲)_ 
۲ ( +4 ۲)(--۲) 
مقدار ۳ اخر به ازای ۲ < 2 می‌شوو : 
۵ (۵ 1 ۵) - 
۷۲ 


ی و دب ر وفع ابریام صورت مبهم- ۱ رأمی‌توان 


0 سب 


یف صورت مبهم 2 در آورد و او آن رفع ابهام کرد : ز با مثلا" ۳ 


۱ 
()ج ارای مکی‌ازمقاد بر > به‌صورت کج ۳ بدان را می‌توان 
۱ 
(*) 2 ۱ ِ ۱ 
به صورت مگ نو ست ۳ ۵ ار همان معّدار از ده صورت 
()] 
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منال : می‌خواهیم | نداره حعنقی 9۳ ۷ را در ازای سیر 


۰ ۰ ۱ ِ 11 1 
حساب کنیم. جون ۷ در ازای ۲ د۵ صورت 3 درمی | دد ان را 
۱ 
۱ ۱ 4/۸4 ۱ ۳ ‌ 
چنین می‌نویسیم ۳ < ۷ که در ازای سحیا به صورت چ- 
0 


درا ید ۰ اکنون 1 روم ا بپام 4 طعق فاعدء هو دنتال هو و نساعج .۱ 


,۳ ات 
۳1 )- / ۳ + 
9 نا تک رد 
و ۲ 


|۱2 


- 


سپ در ازای > - یو صفر ند ن 
چُ 9 


2 


: دا یره 9ب ۳۹ ۱ و تا ۲ 
بعنی آنداز ی رل ور ۷ به دایاپ 99 : 


وج کنید ۱ قاعدء هوپیتال برای رفع ابهام صورت مهم جح نیز 


ست فا بل احراست ۱ دون ابات می پذ بر بم: ) د۵ 9 معنی که ۳ 


و دد ازای ,<< به صودت مهم ِ باشد اما 1 ۵ 
() م 00 ( )2۲ 
۱ ()] (, )۲ ] 
از ای 1 مقین باشد اندازژه <فیای )2 در ازای ه بر ابر ۲ 1 ۲ 
است . 
اگر ادن قاعده را درمورد منال فوق کار لت نم دارم : 
()] 
10۳ (<)7 
09۳ 1-۲ ۱ _ (*) ؟ 
و۳۵ ۳/۱۲۳۲ () "8 
۳ ۷/۳ 
> 609۳ 3 ۳ 817 سب 09۳ 10 
رس 817 0094 سس سس سس )- ات | و 
۲ ۳۲ 
03۷ ۳۲ 5 ) 
۳+ | ۲ ۲ 817۲/۶ 
۲ ۲ 


7 


لب 


۴ دفع ایام صورت ۵ <ه مه این صورت ممم و 


ار ان رفم ابپام ۳ ۰ 


۳4 ۳ از ماد بر 1 سر نس ون 


می‌توان ب4 صورت همم ۷ ِ) در آورد 2 
زیرا منثلا اذر (1)۶ و ()ع بد از 


صفر و 60 شو زد تابم ۰ (),۵.(ع<)] به ازای همان مقدار > یه صورت 


رفری ۳4 0 درمی ۱ دد ومی‌توانان را ده صورت سدح ۳ سیم *-) 
2 ۱ 


۳۳۳ 
[۳ 


۳ 


ی 


ف 


رم ۰ 1 
۱ نی -- در | دد. 


ن‌ 


نوشت نا د۵ از ای همان مقدار از به صورت 


معال - ۳ بخو اهیم مقبار ع<- ۲ را ده ازای ح ؟ز 


که 4 صورت میهم 60 0۱ ل در امی ید حساب کنیم ی 


7 


سس 
سس رسد 


۱ 4 ۱ در از ای 9۵ حت جر صورت 2 دراد و برأی رفع 


1 


ایپام برطبق فاعده هویستال داریم : 


تن 
۱ .۰1 ۲ ۷ و ی 
۹ 1 ۱ ( امه ۱) د ۳ 
9 اه ۳ 
و چون سپ ور ازای ه - ۳ 
ِ 601 5 زای ان برایرصفر ی دس : 
۱ 
۱ سل ۰ ید 
اس ۰ 


عنی مقّدارحققی ۷ به‌ازای ه <ت ۶ برایر ۱ است. 


0 2 


1 
1 


ی ۲۳۶ 


95 
3-۱ 
۳ ۳۹ ره ۳۳ 
۱ 3 به‌صورت 60 ۰ درمیآید می‌توان ب4 وت و۲ ۷ 


مثال *- :۱ ۱ ۱) عد و راکه به ازای 


۳- و 
نوشت تا به ازای 7۱ زر به صورت 5 در 22 آن را برطنق فاعده 
هوپیتال رفم ابرام کرد و مقدار حشقی آن را به ازای 5-۱ بدست 
آورد ؛ که می‌شود : 


۴ 
 ا‎ 


اما از این تابم به طریق سهل‌تر دیگری می‌توان رفع ابپام کرد. 
ین از 


(۳-)(۳۱-)(۱ سس > ) 


س خ سس سا ۳ ۲۳ 
(۴ ۱()۲-- ر) ۱ )۲۳۳ 
ز ۱۱۱۲ ۳ 
1-۴ ور 
که ره ازای ۱ # مقدار حصقی ۷ می‌شود : 
««ِ_ 
۵ م۵ 


۵- رفع ابهام صورت هه - مه - ممکن است که تابم 
(«)ع - (0] به ازای یکی از مقدارهای » به صورت عبهم مه -- جه 
دق | 3 ۱ رفع ابهام ازاین صورت را چنانجه (5)] و ()ع هردو چند 
حمله‌ای باشند دیدید » اما اگر یکی ازانبا با هردوا نبا چند جمله‌ای 


نباشند ) می توا عارت ۳ به یکی از صورثیای هبهپم که فرالا نیهم شد 


جبر شذم رد :اصی 


۲۳ 

تبدیل کرد و از آن رفم ابپام‌کرد . چند مثال زیر مطلب را روشن 
9[ 

مذال ۱- برای یافتن اندازء حقیقی - 1/۵۲ - ۲ در 

ازای مه + <عر که به صورت 6۵ -- مه در می | دد ؛ عبارت تا بم ۳ 


بلث بار در هرددح خودش صربت و يكث بار 7۳ اس می کنیم 9 به‌ازای 


وه 1 << ۱ د4 صورت -- درا بد : 

اقا 1۵ )وا ۷۹ +۳۲) _ 

و وه 4-۷ و۳ 1/۹۲ -+- ۳ 5 
حال برای رفع آبپام چنین عمل می نیم : 


۱ 


4 4 
سس 2 سس .سس << ت۲7 
۲+4 (۰-2 ۲+۷ - آ و۵ 1-۷ ۳۶ 


که رف ازای 0 1 حد 1 مقدار ۷ می‌شود : 
سس سح 
و ۲ ۳ ۲ 
نوجه کنید | تابع فوق به آزای 0 -- << مبهم نیست » چه در 
آن صورت به شکل هه - < مه -- 6۵0 - درمیآید . 
مغال - اگر بخواهيم اققارد حقیقی ۴۱۲-۵ ۷ - 7 
را به ازای مه - < »و که به صورت مهم مه 4 هه - درمی‌آید پدست 
آوریم » چنین عمل می‌کنیم : 
۴۲۵ ۲۲ (۵ ۴ ۲۲۷) _ 
۵ - رم ۷ -- ۲ 


ده سس" سس سس 
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رت 


که چون > منفی است می‌توان ۱ را جمن نو شست ۶ 


۵ 5 ۵ 

2 << 7 استه ۳ سید 

۵ 
+ -ع ۲-۳ ست 6 /-+۲)* 
۹ 
می بیذیم که ده 0 نب سب << ور مقدار / می‌شود ۰ 

۵ ۵ 5 ۳ 
۴ نله ۲ ِ 


با بل ۵ ات وه تابع فوق به از ی مه 4 ع< و مبپم نست ؛ جه 


در آن صورت بت وه 1 < 6۵ 1 هه درمی! دد . 


مثال - وقتی که « در حال تنزل به سمت ۱ مسل کند» تابع 
۱ ۳ 


نس یه صورت ۵۵ ح ۵ه_ ور مد ۳ رای 
35 ۱ و ۰ از 


یافتن اندازء حقیقی آن : مخرج مشترك می‌گیریم و دوکسر را جمم 
ری می قندم تا به‌ازای دعر به صورت -- کی نو 
تب ۷ ۱ ۱ 
| 
. حال این کسر را ساده می کنيم می‌شود : 
سه 


دا 


و می بییم که به ازای ۱ < 6 اندازهٌ حققی ۲ مساوی ۱-- است . 
مجاأثب 
من ۳ انیا ر امنداد ما لب ِِ می و بیم ک مبحدی )6( 


نما ش تأبع (<)1 ع< ب دوه شاجه‌ای بی‌آنداژه فک اس 6 ۳ رودی 


منحنی (6) نقطه هاحی افت شوند که طول ا عرص ۳۹ هر دو 


س ۶ ۶-_ 


بی اندازه بزر کی (6۵ (-) با پی اندازه 
کوچك ( --) باشد . 

اگر () شاخه بی‌آندازه دور منحنی 
(0) و 1۷ نقطه‌ای از این شاخه باشد ء 
چنانچه 111 را به نقطه‌ای دلخواه مانند 


0 وصل‌کنيم , وقتی که ]۷[ روی شاخه 


(42) حر کت کند و پی‌اندازه دور شود » 
در حالت‌کلی خط 01۷ دارای وضع حدی است مانند ۵ که داستای 
مجانب شاخه (ج)) امىده می‌شود . باید دانست که این امتداد بِ_۳ 
به جای نقطه 0 ندارد ؛ چنانکه اگر ,0 نقطهٌ دیگری باشد ؛ ,۸ جد 
0,۷ نیز موازی ۸۵ خواهد بود » زیرا چون در مثلت 0۱06 ضلم 
0 ثابت است و هنکامی‌که 16 پی‌اندازه دور می‌شود 0:3 و 037 
هر دو بی‌اندازه بزر کگ می‌شو ند » زاو به 1 یی‌اندازه به صفر تزدیك 
می‌شود با به عبارت دیگر 01 و ]01 متوازی هی‌شو ند . 
مجانب - حال اکر شاخهٌ (00) دارای امتداد مجانی مانند ۵ 
" , از ]1۷ خط ۵ را موازی این امتداد رسم هی کنیم و می‌بینيم که 
آبا وقتی که 6 دوی (62) بی‌اندازه دور می‌رود ۵ دارای وضم حدی 
هست با نه . اگر دارای وضع حدی مانند (۸) باشد . ۸ را مجانب 
شاخه (ج)) می‌نامند » واگر ۵ دارای وضع حدی نباشد » می‌گویند که 
(62) دارای راستای مجاف ۵ هست ولی مجانب موازیآن امتداد ند 
با می گویند (02) شاخه‌ای است پاراپلی در امتداد ۵ . 


ارد. 


#۲ 
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ن ۳ 

توجه کنید [ می‌توان گفت که "۵ فاطعی است که نقطه بی‌اندازه 
دور منحنی را به نقطهٌ دیگری از منحنی عنی ]۷ وصل‌گرده است » 
پس مجاب ۸ که حد این قاطع است حنگامی‌که ۲ ی‌اندازه به‌آن 
نقطه دور نزديك می‌شود » در وافم ۳ نقطه بی‌اندازه دور مماس 
است و واضح است که هراندازه ]۷ روی منحنی دورتر شود فاصاه 0 
از مجانب ۸ به صفر نزدیکتر می‌شود وحد این فاصله صفر است ۰ پس 
می‌توان گفت : 

خطی مجانب به‌یکی ازشاخه‌های بینهایت دود يك منحنی است » وقتی 
که اگر نقطا 1 در دویآن شاخه بی‌اندانه دود شود. فاصله‌اش از آن‌خط» 


به سمت صفرمیلاننه . 
۷- معادلةٌ مجاب - الف ‏ مجانب موازی مجور ۶ شا س 


اگر شاخه (۶) دارای مجانب (۸) موازی با محور :ها به معادله 
۲-0 باشد (شکل همن صفحه) » واضح است که وفتی‌که ]۷[ در روی 
منحنی بی‌اندازه دور شود (مه +-) , 1۷۲1۷ » فاصله ]1 از مجافب به 
سمت صثر میل خواهد کرد و در 
نقطه بنپایت دور » ]۷ بر 1 


ات ی مت سا 


منطبق می‌شود . بعنی عر نفطهٌ .پر 
بسثپایت دور این منحنی همان 
عرص مجانب (۸) » موازی با محور > هاست . بنابراین دقتی که تا بم 
)۶ ۲ , به ازای 60 -: دارای حدی برابر 4 باشد » عنحنی ماش 
تفییرات آن تابع دارای مجانبی موازی محور »رها به معادله 0 ۲ 


می باشد . 40 


_-۳ ۸- 


ازا نچه‌گفتيم چنین نتیجه می‌شود : 

بر ای پیداکردن مجانب موازی محور رها کافی است که در معادث؟ 
هنحنی ء حد چ را به آزای مه عبر بدست بياوديم (به شرط وجود) ء اگر 
این حد برابر عدد ئابتی مانند 1 باشد , خط 1« مجانب آن منحنی است. 


۱.۹ 
مدا تست 2۳۳ نعجد 
ل- چو ۱ »ر 


حد به ازای 60 <عد برایر ۱ است ؛ 


کح من 
اس کل م۳ ۰ 


خط ۲-2۰۱ مجانب منحنی نمایش تابع 

ب ب مجانب موازی محوه وه: - اگر شاخه (6۶) دارای 
مجانب (۸) موازی بامحور ها به‌معاد له 
۵ باشد (شکل مقابل) » واضح است 
که وقتی که آ1۷ در روی‌منحنی ی‌انداژه 
دور شود (هه +-۲) , ]۷ » فاصله ]۷ 


از مجانب » به سمت صفر میل خواهد 
کرد ودر نقطهٌ بنپایت دور ]۷ بر 7۷ منطبق می‌شود . بعنی طول نقطاه 
بینها بت دورا ین منحنی‌همان‌طول مجانب (۸) » موازی بامحور وهاست. 
بنابراین وقتی که تابع (۲<۶)۶ به ازای مقدار محدودی از ۶«( < ) 
بثپایت می‌شود » منحنی نماش تضیرات آن تابم دارای مجانبی موازی 
محور ۲ها به معادله ۵ می‌باشد . 

از آنچه‌گفتيم تسجه می‌شود : 

برای پیدا کردن مچانب موازی محور ها کافی است که مقدار 
محدودی از > راکه به ازای آن مه << می‌شود بدست بياوديم . اگر این 
مقداد برابر عدد ثایتی مانند و باشد , خط ور مجانب آن منحنی است . 


4 


۲ 
مثال - منجنی نمایش تغییرات تابم مش و دارای مجانب 
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۳ 

موازی با محود بو ها به معادلهً ۲ععد می‌باشد » زیرا به آزای ۳۲ 

مقدار ۲ بنپایت می‌شود . 
ج ‏ مجانب غیر موازی با دو محود ( مجانب مایل ) - اگر 
(0) دارای مجاف (۸) مایل نسبت به دو محور مختصات باشد » 
واضح ایست که و ۲ نقطه بینپا بت دور ین شاخه» هردو از حیث قدر- 
مطلق » بی‌اندازه بزر گگ می‌باشند . ۱ 
برای بدست آوردن معادلةٌ مجانب هایل منحنی (۶)) به معادله 
)2-1 ۲ , ایدا امتداد ات را بدست میآوریم . برای این کار 
از قطهة دلخواهی (مثلا" 0 مبداً مختصات) خطی به 18 یکی ازنقطه‌های 
(0) وصل‌می‌کنيم. منگامی که 18 بی‌اندازه دورمی‌شود ؛ اکرخط 018 


دارای حد‌ی مائدد ۸ باشد 6 ضرب زاو به‌ای ۸ » حد صر دب زاو به‌ای 


۸ ا حد 3 خواهد بود» س : 
ضریب زاویهءه‌ای مجاذب ال منحنی () 1۷-۶ ۰ مساوی 
حد ۲ وا است , وفتی که + از حست قدر مطلق بی‌اند از ه 
ِِ__ ای که له اهب اا 
بز رگ می‌شود ( با نطو ر کلی هن‌گامی که نقطه ۷۲ روی شاخه ج اد 
نبیر ۰ ی اندازه دود می‌شود) . 
همع‌هپی ی 
سس از بدست آوردن ضر سب زاو به‌ای امتداد محانب ۲ چنانکه 
گنتي » از ]لا[ خط "۵ را موازی امتداد مجانب می‌کشيم . اگرهنگامی 
۱ : : شمه اد »> میحا ‏ 
که ]۷[ بی‌اندازه دور می‌شود » ۸ وضم حدی داشته با فِ همان جا تب 
۱ رام نام معادلهً ۵۲ چنن نوشته می‌شود : 
است . پس اگر حد + را ۵ بنامیم د‌ 
زو )0 مت توت لا 


با رورم - بو) 06 لا ۳ 


۷۰ 

این خط به محور لوها در نقطه‌ای به عر »6 - ۲ برمی‌خورد . 
و در را تاداع وضع حدی باشد ۰ ۲ نیز حدی خواهد 
داشت که همان ءرص از 94 مجا نب موازی ۹ 

بطور خلاصه ۰ برای پیدا کردن مجانب مایل منحنی (ر)ع- رد و 
نوشتن معاد!۷ آن کافی است‌که ‏ ادل ۵ ؛ حساد ‏ را بدستآور يم و 
قاجا ورن ز] انیم . ۱ 
مایل چنین خواهد شد : 


این حد اخیراگر برابر 0 شود معادلة مجانب 
0 -- ۷۲ 

اگر 2 دارای حدی نباشد شاخةٌ پی‌اندازه دور منحنی امتداد 
محا نب ندارد و اگر-د :دارای حدی مانند م باشد ولی ۷۲-6 حجن 


ز 1 باشد منحنی دارلی شاخه‌ای بی ندازه دور هی باشد که در افتد اد 
60 بارا بلی اتست ۰ 


9 ۷۰ 
ل -٩‏ اگر به در تابع بل پترقیپ مهس و مهب 
یت دهیم » 7 نیز تنب 00 - و مه لد خواهد شد . پس هنیس: 
نمارش این تایع مسکن تداع مجانب مابل باشد . قن گم نناسرت 
اوردن معاد له آن ابتداد را حسات هی کنیم : 


۶ 
3 ۳ 
و جد مب را هنگامی که بر به سمت مه - یا مه + میل کند بدست 
می‌آودریم » می‌بينيم : 
ِ ۲3 ۲ ۲۷ 


0 2 ب- )1 
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و 9 


سر صر دب زاو به‌ای امتداد میحا بت «رایر ۲ اس ‌ اکنون سحثف 


۶ - و را به ازای ۵0 سد :و حساب می‌کنیم : 


4 ۱ 
سس ۲ 


۱ 
ب< 


(۲- ۲) ۲0 [ ر[ 


0 2 + بر 
س معادلهٌ خط مجانب مایل این هنحنی چنین می‌شود: 
سل ۲ 7و 
این خط بر هر دو شاخه بشپات دور مثحنی (شاخه‌های نظر 
وه -- ح پر و مه 1 <ا) مجانب است . 


توجه کنید ! ا گرصورت عبارت تابع مثال ۱ ۰ دعمی »۳ , را 


برخرج آن» ععبی ۳ تب 4و م تقسیم کنیم» خارج قسمت 1-۶ ۲ و با قما نده 


۱ ,سل می‌شود ۰ به عبارت خارج هت نگاه کنید ۱ هی دس که همان 


عبارت تایم خطی مجانب مایل » برحسب ‏ است . بنابراین ممکن بود 
کد با تقسیم گردن صورت مسر بررمحرح آن , ۲۱۷-۶ و در تسحه ممعادله 
محاب مایل ۲۳-۶ < ۲ را بدست آور یم . این مطلب را می‌توان 
عمومت داد و گت : 
در تابع‌کسری یعنی تابمی که بهاین صورت است : ‌ِ 
(۶ و ع دو چندجمله‌ای بدون ریشهُ مشترکند ) » اگر درجهٌ صورت از 
درحهُ مخرج يك واحد بیشتر باشد » خارج فسمت ()2 بر (*)6 
ب‌صورت 9 ۵-۳ خواهد بود . خطی که معادلهان ط ۲ »دهع بو باشد» 


مجانب مابل منحنی نماایش‌تغییراتآن ثابم است » زبرا می‌توارنه پوشت؛ 


۷ ۱ 


(*) 1 
()ج دوس و که واضح | ست درحه () ۴ از درحه () 6 کمتر 


می‌باشد. حال اگر خط (۸) به معادلة و و را در نظر ی 


خواهيم داشت : ۳( 
(<)۳ 
()م 1 
با : 
()۳ 
()ع ۲۱ ۷ 


هی میم که وفتی که 


۱ به سمت 0۵ مىل 

۲ ۱ صقر هی‌شود (زیرا همجنانکه گفته شد درحه ۹4 ازدر <4 
ر است) » اما | ۱ ۱ دی ۷111 ال الف) ۱ ۱۳ 

9" ۷ ویو د- ۳ ی تن براین‌هنگامی که |« د۵ سچتٌ 

00 سل می‌کند ؛ ۷ , فا صله نقطه حنحنی از خط (۸) » به ر 

صفر میل می کند ‏ بعنی خط (۵) مجانب منحنی است. 

۵ بطور کلی در حالتی که درحه 


صورت دش از درحه 9و 3 داش 
اک )9 خارح اس سس 


(*)1 بر ()۵2 باشد » به همین 


ترتیب‌می توان ثابت کرد که منجنی 
نمایش ()9 ع< ,و مجاب ممجمی دمایش دابع 0 ك"ِّ است 


ی 
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رم ۷۳ 


مثال ۳ - تعیین مجانبپای منحنی نمایش تابع : 
۳۰۷۲ید / + لاح ۲ 
اولا - اگر عارا مه - بگیریم؛ 7 به صورت مبپم 60 1 مه -س 
در می[ بدکه چون ازآن رفع ابپام‌کنيم » خواهيم داشت : 
روز[ 
0 -- جب و 
پس شاخه‌ای از منحنی نمایش این تابع‌که در ازای » های بسیار 
کوچك (هه -) بدست می‌آید » محانبی مواژی محور ها به معادله 
ب_ دارد . 
ای اگر را مه + بگیريم و نیز ه + می‌شود» پس‌منحنی 
شاه بننپایت دور دیگری دارد که ممکن است دارای مجانب مابل 


باشد. برای‌دافتن این‌مجانب؛ ابتدا حد هرا به ازای مه + بدست 


می‌آورم : 
۷ ۳ 
‌ ۳ ۳/۰ ما ٩‏ ح 
٩‏ هوق [ 
4 

سس ؛ وج -ٍ بت و 
بعد حد ۲-۲ را به ازای هه 41 < > معین می‌کنیم»دازم : 

۱/۳۰۲ با < ۲-۲ 


که چون‌به ازای 60 .لت بر یه صورتمبهم 60 -- ه - آست‌می نودسیم: 


رن 9 


(4۲ ۳۲ - آک 1 سا )(۲ ابر 


سس ۲۷ - 7و 
۲ و۳ آ یو وم 
ِ ۳ 
1 نا ۳۹ 
۲ ۱/۱ ۲ ۳ 1/۲ س زاس 
تا ( ۲ 
+2 ۳ ۳ ۱ 
از | لیحا : باس بح (عر۲ - )جر زر[ 
مه 1 جر 


بنا براین معاد له مجاب مایل این منحنی چشن است : 


۳ 
۲ ۲ 


تمر ین 


الف . انداز؛ حقیقی هر يك از تابمهای زیر دا به ازای اندازه 


مخصوصی از متفیر که در مقا بل آن و شمه شده اشتنخ ددست آور ید : 


۳ ِ.- یی ۱۱۳۳ 4 ازای -ِ 
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۹ ۵ دا طوری بدست‌آودیدکه منحنی "بو دادای ‏ مچانبی 


۲ 


40 


نم ۳ 


81-۱ 


۰۵ 0 دا بقسمی تمیین کنید که متحنی 
0-- ۲ 


<< / دارای 
مجا نبی به ماد له ۳ ده و باشد ٍِ« 


۳ ۳ 7 و وط راچنان تعیین‌کنیدکه مجانبهای منحنی‎ -٩ 


ده معادله‌های ۲ حد یز و ۳ < ۷ بأشند ٩‏ 
۳۲۲۵ 
۲ 6 110 
دارای دو مجاب به معادله‌های ۳ دب و ۱ -د پر باشد . 
۷ وراد و 
زر 


۳ ور و و دا چنان پیدا کنیه که منحنی 


۷۳ و وودا بقسمی بیا بید که مجأف منحنی 


به معادلهٌ ۲۱۰۳ دب باشد . 


کِِ 


۳۲۱09۹۵2 


۳ 


فصل چپارم 


رسم منحنی نمایش تفییرات نو ابع 


1 - توابعی که به شکل چندجمله‌ای می‌باشند 


۸- اد آورگ -در جبر کلاس پنجم دیدیدکه در عمل » پرای 
رسم منحتی نما ش تغییرات يكث تابع باید فاعده زبررا دکار برد : 
قاعده -- ۱) معلوم‌کرد؟4 تابع در چه فواصلی از متغیر معینو متصل 


۲ ) مشتق تابع را حساب‌کرد و آن دا تعیین علامت نمود و از دوی 
آن جهت تغییرات تابع دا معین کرد . 

۳ ) تمام مقأدیر مخصوص » یعنی مقادیری را که به اذای آنها تابع 
منفصل می‌شودیا مشتق تابع تغییر علامت می‌دهد به تر تیب صعودی در جدولی 
نوشت تا فو اصلی برای تغییرات متفیر بدستآید . ودر هر فاصله معین‌گرد 
که تابع صعودی یا نزولی است . در هر يك ازاین فاصله‌ها تایع متصل است 
و جهت تغییراتش ثابت می‌باشد . 

۴ ) مقادیر تابع دا در ازای اندازه‌های مخصوص متفیر که در جدول 
نوشته شده است حساب گرد و در جدول نوشت . 

۵ ) از دوی جدول » بعد از بدست ورن نقاط مخصوص منحنی نمایش 
تغییر ات تابع دا دسم کرد . 

4-دسم منحنی نمارش آغییر ات توابعی که به شحل 
چند جمله‌ای می باشند : 


الف - سيم نمایش هندسی تابع در ۷2 اودل و 1 ۵1 حه با - 
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نم ۳ 


81-۱ 


۰۵ 0 دا بقسمی تمیین کنید که متحنی 
0-- ۲ 


<< / دارای 
مجا نبی به ماد له ۳ ده و باشد ٍِ« 


۳ ۳ 7 و وط راچنان تعیین‌کنیدکه مجانبهای منحنی‎ -٩ 


ده معادله‌های ۲ حد یز و ۳ < ۷ بأشند ٩‏ 
۳۲۲۵ 
۲ 6 110 
دارای دو مجاب به معادله‌های ۳ دب و ۱ -د پر باشد . 
۷ وراد و 
زر 


۳ ور و و دا چنان پیدا کنیه که منحنی 


۷۳ و وودا بقسمی بیا بید که مجأف منحنی 


به معادلهٌ ۲۱۰۳ دب باشد . 


کِِ 


۳۲۱09۹۵2 


۳ 


فصل چپارم 


رسم منحنی نمایش تفییرات نو ابع 


1 - توابعی که به شکل چندجمله‌ای می‌باشند 


۸- اد آورگ -در جبر کلاس پنجم دیدیدکه در عمل » پرای 
رسم منحتی نما ش تغییرات يكث تابع باید فاعده زبررا دکار برد : 
قاعده -- ۱) معلوم‌کرد؟4 تابع در چه فواصلی از متغیر معینو متصل 


۲ ) مشتق تابع را حساب‌کرد و آن دا تعیین علامت نمود و از دوی 
آن جهت تغییرات تابع دا معین کرد . 

۳ ) تمام مقأدیر مخصوص » یعنی مقادیری را که به اذای آنها تابع 
منفصل می‌شودیا مشتق تابع تغییر علامت می‌دهد به تر تیب صعودی در جدولی 
نوشت تا فو اصلی برای تغییرات متفیر بدستآید . ودر هر فاصله معین‌گرد 
که تابع صعودی یا نزولی است . در هر يك ازاین فاصله‌ها تایع متصل است 
و جهت تغییراتش ثابت می‌باشد . 

۴ ) مقادیر تابع دا در ازای اندازه‌های مخصوص متفیر که در جدول 
نوشته شده است حساب گرد و در جدول نوشت . 

۵ ) از دوی جدول » بعد از بدست ورن نقاط مخصوص منحنی نمایش 
تغییر ات تابع دا دسم کرد . 

4-دسم منحنی نمارش آغییر ات توابعی که به شحل 
چند جمله‌ای می باشند : 


الف - سيم نمایش هندسی تابع در ۷2 اودل و 1 ۵1 حه با - 


4 


۳ جبر ششم رباضی 


از حث مقدار و علامت ثات است . هذگامی که ۵<ر ۵ تایع همواره 
صعودی است و در حالتی که ۵>۰ ۰ تابم همواره تژولی است . عنحنی 
نماش تغییرات‌تابم درجة اول خط مستقیم است . این خط هستقیم ( که 
با معلوم بودن دو نقطه آن رسم می‌شود) در حالتی که ۰ <2 » از چب 
دز حالتی که ه>8 ۰ از چب 
به راست , ازبالا بهپادین می‌رود . درحاألتی که 2 , تابع ثابت وخط 


به راست » از پایین به بالا می‌رود . 


نماش آن موازی محور #هاست . 

ب - رسم منحنی نمایش تغییرات تابع (٩1۲6‏ و 7 
(تابع ددجهٌ دوم) - این تابع چون به شکل چند جمله‌ای است, به‌ازای 
جمیم مقادیر « معین و اتصالی است . مشتق تابم ۲۵ ۲ از 


درجه اول است » دس همشه بكث رشه حقیقی ‏ دارد. و علامت آن 

به اژای اندازه‌های : کوچکتر از ۳ مخالف علامت ۲۵ (۷ و ) 
۳ . ظ ۱ 

و به ازای هقاد یر ۳-9 ۳ » موافق علامت 8 می‌باشد. چنا نجه 


"و۴۵ ط ۱ 
۱۳۳۲ 


8 مت باشد , نقطه‌ای به مختصات ( 
نقطهٌ منحنی تغییرات تابع (نظیر مینیم تابم) » داگر ه منفی باشد آن 
نقطه بالاترین نقطهٌ منحنی نمایش تغییرات تابع (نقطه نظیر ماکززیمم 
تابم) می‌باشد . ضمناً چون ۲۳-۰۲۵ » اگر و عثبت باشد » تقعرمنحنی 
بسمت بالا و اکر ه منفی باشد » تقعر منحنی به سوی پایین است . 
منحنی نمایش تغییرات تابم درجهٌ دوم را سهمي و نقطه نظیر ما کز یمم 


ِ«. ۳ بای ی ظ 


۱52 


۱ نت 
مخور ۲ هاست واز راس سهمی می گذرد محور تقارن‌ان است . 

جح دسم منحنی نمایش تغییرات تابع درج؟ سوم بت مثال ات 
رسم منحتی نمایش تغبیرات تابع ۳۲ یوعد بو . 

۱- چون این تابع‌چند جمله‌ای است ؛ به ازای همه مقادیر : 
هعین و اتصالی است . 

۲- مشتق تابع (۲ )۲۱ و۶ - ۳۲ ۲7 دارای دو ر سشه 
صفر و ۲ است . در فاصلهٌ (۲ » ۰) مشتق منفی و دد و ان دی مشق 
می‌باشد . 

۲و ۴ _ حجدول تفسرات این تابع چنین است : 


مم .1 ۲ 0 مه 1 


لا و سا و + ۱ ۳ 
مه لد مر اسب 0 چه - / 
2 


۵ - منحنی نماش تفبیرات 
این تابم »که به شکل مقابل است» 
محور ها را در نقطه‌ای به‌طول ۳ 
فطم می‌کند و در میدا مختصات 
بر این محور مماس است (چرا؟) . 
چنانکه از شکل ببداست 


حپت تفعر هی من دو نقطه 


۳ 


0 ۵ تغسرمی کند . چون مشتق‌دوم تا بع‌راحساب کنیم: رح روا و) 
م‌بينم که به ازای 2-۱ 4 تغسرعلاهت می‌دهد . پس نقطه(۲ - و ۲۱ 
مثال ۲ - وولو او مت زو 
0 تابع به ازای جمیع مقادبر » معین و اتصالی است . 
۲ هشتق تایم(۳ و۴ سس )۳ سس هس وان 0 


دارای دو رشه ۱ و ۳ است 
دیگرمنفی اشیتت:: 


۳ ۴ حدول تغییرات این تابع چنین است : 


۲ 
۰ در فاصله (۱:۳) هشتق هشت و در فو اصل 


1 ۳ ۱ ۵ | و 
سست 0 ساب 0 هس 2 
0 2 . ان ۱ ما و 
ماگزيمم مینیمم ۱ 
۵- منحنی لماش 
منحنی محور ۲هارا 
در نقطه‌(ی به عرص ۷ 
۳ بنج می‌کند  )‏ 
ن ممحتی نیز دارای بكث نقطهٌ عطف (ه و ۲) است . 


مثال ۳ اعد ۲ 


۸۳ 


۱- این تابم به ازای جمیم مقادیر 5 معن و متصل است : 
۲ - مشتق » ۳۲۲-۸ عت "7و 6 ر دشه ندارد و همواره مت است . 


۳ و ۴ جدول تغسرات تابع چنین است : 


۵ - چون ازروی حدول‌فوق فقط 
جپت تغییرات تابع مشخص است برای 
آنکه منحنی لماش تغییرات تابع رسم 
ها ها وا تا 
من می‌کنيم و خواهیم دید که به شکل 
مقابل است (اين منحنی ازمبدا مختصات 
می‌گذرد واین نقطه نقطهٌ عطفآن است) 
و مىداً مختصات مرکز تقادن منحنی 


0 


۳ 


۱ 1 
هشال ۴ سس و۴ ۲ سر 2 7 
۲ اس مشق تأبع» و 6 به‌از ای ر شه مصاعه ‏ 


۲ << و برایر صفر وبه ازای جمیم مقادیر دیگر منفی است . 19 
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۸۳ ت 
9-۳۲ ۴ - حدول نع برات تابم چنین است : نمایش تغییرات‌آن به یکی از دو شکل زیر است : 
مه 1 ‌ 5۵ سب ۱ 4 ۱ 
1 ُ 

۱ 3 5 ۱ 5 

مهم سس سب تمه سایتا 0 شررب«سوض 

ماس پا تن و ب 0 سل- ۱ کت ۱ ۱ 
۱ 

ی ۱ 


۲ ٍِِ درحالی؟ه مشق دارای در شه 4 مساعف باشد با آنکه ریشه نداشته 


ی ۰ عبت تغیبرات تابع نف 


۱ 7 ات 
به عرطض 2 قطع‌می کند ۳ توت ات ات 0 
تابم شبیه یکی از شکلپای زیر است 


و چون چند نقطه از آن را 


بل (< آه ۳ ۳ ر 
7 3 ِِ ای 2 
۹ دض خوز_خ ارو 


5 كِ«ِِ# .۱ شه دل انیت :: 


: ۱ د ۵ ان 
۱ 
۱ 0( ور برش 
۱ توچه کنید ! مشق يكث رس سوم ی ۳ 
تا بع درجه سوم له سه اد ان چون مشتق ثانی تابع » دوجمله‌ای درحه افل: است 
/ جمله‌ای درجه دوم است؛ د و همواره دارای یه ره حققی أست » منحنی نمایش تغییرات آن 
ان در منالپای وق دیدم : همکن اس این ق و ۱ یرو ر مه ۱ ۳۳ باق ملد عطلف است . 
عتمایز با بگ ر شه مضاعف داشته باشد ؛ با اصلا رشه نداشته باشد . 


ِثِ« بی نماث آفییر ات تابع دو «جذودی 
اک سیم صضی سل پبٍِ 
درحالی که مشق دور همه متمایز داشته باشد » تابع دارای يك 


۱ 
2 ۲ وم - )<< 
ما کز نمی و یت مینیمم 9 وبا وضع معمولی محورهای ی وج همع<می مثال ٍ.- ۱ 3 ۴ 210 


بت بت 


ِ- 1 تابع دك ازای ِِِ مقاد بر 2 معن و همصل 9 
‌ 
۲ - مشتق ۰ (۴- ) اد (۱۶--۴(۲۲)< و » دارای يك 
و شه صقر و دور رشه قر دنه 5 ۵+ می باشد وسه‌بار تعسر علامت می د هد . 


ی ۳۳ حدول تغسرأت لین تابع جندن ات ۶ 


رسب 


مهم 1 ۳ 0 ۲ مب 60۵ سب 1 
سح ام | 
سل ن‌ مت 0 ب4 ۵ سب ۲ 
77-۱ 00 1 
هل را اس با ۳-9 با ۵ حل- 
۴ ۴ ۴ 
ماک ‌ 
دهم .۳ 


۵ - منحنی نماش تغیبرات این تابم » محور ها را در نقطه‌ای 
عرض ‏ (ماکز یم تا بع) 
و محور ۶ ها را در چرار 
نقطه به طولهای ۱ ز 
و ۷/۷ < ع (ررشه های 
هت ۲-۷ عز۸ - عو) قطع 
می کب و به شکل مقا یل 
۳۳ 


۳ ان منحنی‌دارای دو نقطه ءطفب به‌طو لپای رد تا ۰ 


هنال ۳- ۲ و ابو << ۲ 


فک تابم به ازای جمیم مقاد در ۶ معسن و متصل | قوش ۰ 


|۱2 
-۸۷- 
3 
۱ 


ات 


۵ -- منحنی نما ش نفییر 
اب تابم محود ۷ ها رآدر نقطه‌ای 
عرش ۲ و محور 3 ها و در د2 
نقطه به‌طولپای۱ ع- لاقی می‌گند 
که بهشکل مقا بلاست .ین هنحی 
ده ی ۱ 

توجه کنید ! منحی نما ش سر ات 
اره فست به محود 


ی ۲1 عرط +8511 << ۶ همو 


ویر حسب ۹ ه <چر و8۰ 
> 8۰ __ سس 
۳۲ چه 
۳ ۱ ۳ ت 
۷ ۵ »8 
۳ 2*9 ن ار 3 


|۱2 


۱ 


0 . درهرمورد که بتوان ریشه‌های مشتق يك تابع چند جمله‌ای ۱ 
و حساب کر د » می‌توان حدول تغسر أت و منجی نما ش آن و ان 
سرد ۱3 
0 مرن و مرج عد بو و 0و0 سب رو سا رو د بو وغره 


۱ - آعر .بف - می‌دانید که مقصود از تابع کسری » تابعی است 


بن قبیل است تایعهای زیر : 


بهشکل خارج قسمت دوچند حمله‌ای . 

اش رسم منحنی ماش تغییر ات تابع همو گر افيك - در حبرسال 
بنجم دیدید که ا گر مخرج تابع سری از درحه اول ی 3 نز از 
فک نی نات بش۱ تابع همو گر افيك می گو بند. 
بنابراین شکل‌کلی تابم هموگرافيك چنین است : 


لو (_ 
وا وا 


درحه اول 3 


(هحد ج) 


معحبی نماش مه وافت تا بم هموثر افت ۵ نام هد لاو ای ری 


بم همو گر افك ومنحنی نماش کر ات | نوا رآ خواص زس است 


ازا ۲ 9 
۱- یه رای بم سس << کا (رشه مخرج) » تابم منفصل و به ازای 
ِِِ مقاد بر ت ۱ 


8 - 


۱ فقس و لمع نی ۵ 
ق 2 ۲(" و او) است ؟ 


۷ 1 من 


صو رت 2 شا تادت "جر - "8 اه تا منفی) محر جچش هر بم ی 


-۸۵- 


دو حمله‌ای اس ۰ ۳ ره ی مشق ّ همان عامت "ووأ- اه 
و همواره ثابت است » بعنی تابع با دائماً صعودی است ( وقتی که 
ماو - طه) با دائماً ژولی است (وفتی که > - اواه)(۷) 

۳ منحنی نماش تغییرات تابم. مانند عرهذلولی » از دوشاخه 
تشکل می‌شود و هاو ام دوه خط محاتب موازی ۲ محو رهای مختصات 
۳ محا نب موازی ۲ محور ها ب معادله ‏ و و محات موازی 
محور ها ر۵ فاد ی می‌باشد ( ادن فا اه اخر از صفر 
گردن مخرج تایع بدست هی | بد) 

9 ۵ ۳ ۰ 

2 محل تلافی دومحانب بعنی نقطه‌ای به‌مختصات ( جم و ۳( 

مر کز نقارن منحنی است . 


۵-منحنی نمايش تغییرات تابع همو گرافيك نسبت به مجانبها 


(3) در حالت استئنایی است که ه ‏ "و - "۸ یا 0[ - #و ۰ 
تابم ثابت است و بستکی تدارد ذیرا اگر حقدا بر و 8 ظ 
9 ۳ ات ی ۱ به در ندادد ذس معد‌اد مشس ۱9 
دا »1 بگیریم خواهیم داشت : 
ده و "1 
از 7تسا : (طا ها او _ 
ک درو راو ۲ 
یعنی در این حال ۰ کسن ساده می‌شود و تا بع همو گرافيك تبست و نمایش آن 


که "۳ 02 


( ۳۹ 
شسبه مکی رش ات 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
أ ۱ 
۳ ۲2 19 سس 
۷2ج ه ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
۱ ۱ 
بط ۰ 
دراین دوشکل محورهای مختصات راکه موازی مجانبها می‌باشند 
رسم نکردهانم ۰ 


توج هکنید | قل آزرسم منحنی نما ش تغسبرات يك تابع » باید 
مجانبهای آن را ( مایل با مواژی با مجورها ؛ در صورت وحود ) رسم 
کرد و بعد با استفاده از آنها » منحنی را کشید . 

ب ه تفییرات و رسم منحنی نمایش تفییر ات توابع کسری که محرج 
نها از درجلا دوم باشد و درجه؟ صورت ۲لها اذز۲ تجاوز نکند یا توابعی 

۲ 
6 یی (ه لو باشد . 

که به صودت آموا --۲ ۵۱ ) ع< و )! 

دوحالت اتفاق می‌افتد : اول| نکه مخرح‌ریشه نداشته باشد .در 
شجه تابم هموازه اتصالی است ۰ دم آنکه محر جح دارای ر بشه باشد 4 
سنی تابع به‌ازای یت با دومقداراز ‏ منفصل شود. در هر دوحال منحنی 
نمایش تغییر ات اینگو نه توابع همیشه يك مجانب موازی با محور رها 


8 
یه معاد لا بت ۲ دادد : 
2 


۱2 


نت 


حالت اول ب مخرج دیشه ندارد . 


ک‌ 
۳ ۳ 

.- جون محر جح ر اف ندارد 4 اس تابع نك از ای 8ج ماد بر 
4 متصل اش ۰ 


۲۱ ِ ۱ 
۲- مشتق این تاب ؛ ۳ به ازای ۱-+- -- »و 


(ر شه‌های صورت) صهر می‌ شود لس علامت هی د هد 1 ۵ ازای مقأد بر 
1 ی دور ده »ء مشتق مست و یذ ازای مقادبر خارج این دو ر دشده 


همفی است ۲ 


9-۳ ۴ - ح«دول تغسر ات تابع چنین است: 


۱ 

٩ 0 ۱ -1- 0 ۱‏ سس 0 | و 
,8 9 9 ت 2 
ِِ چسحیج ۱ ۹ اک 

۱ 0 ن 1 ام ۵ #مرم... ت مسبت ی 0 

۱ ۱ ْ / 
۱ ما کز بمم مینیمم 


تعادیر متصص کر ماوت ار .وس ات که با راغ 
مشتشق صفر می‌شود . به این ترنسب فواصل تعسرات * عبارتند از : 
(۱+مو )و (۱:۱-) و (۱:6۵) . در فواصل اول و سوم تابم 
نزولی و در فاصلةٌ (۱۰۱--) تابع صعودی است . 


ا دارم و به‌ازای مه - , ۱ او هه +4 ترقیب ۵ 6 
03 


۳9 


9 است که درحدول می‌و سیم . 
۵- ممحی نماش تغیبرات تابع را با توحه ده اینکه از مىدا 
مختصات می گذرد و خط و سد 


چنبن می‌کشیم : 


4 بعنی محور 0 ۶ 4 مجاب ات 


تبصر ه- اگر ۶ 

را به ۶ تبدیل 
کنیم» بو بدل به سب 
می‌شود ۰ پس مبداً 
مختصات» مر کز تقارن 


منحنی نماش این تابع است . بنابراین برای رسم بخ فا شون 
تفبیرات تابع » وقتی‌که عد از مه - تا هه - تغسر می‌کند » می‌توا لیم 
ایتدا منحنی تغییرات ۲ را وقتی که > از مه - تا ۰ تغییر می‌کند رسم 
کنیم و بعد قرینة آن را نست به مبداً بکشیم . نقطهٌ ه که مرکز تقارن 
است نقطهٌ عطف منحنی نیز هست . 

ال ۳ 

-٩ ۱‏ چون مشرح ریشه تدارد » این تابع به ازای جمیم مقادیر 


حصضا است: + 
۴ 4۷ ۲ 


مهتق آن ۰ رم سم < او . به ازای ۲ سید سفر 


-ٌ 


می‌شود. به ازای ۲ > مشتق مثبت و به ازای ۲<۲ مشتق منفی أست. 


ن 


۳ 1952 


ی ۳ 


۳و ۴ - جدول تغییرات تابع چئین است : 


بسح ۵ سل مه ۱ 7 


بو 4 
اینکه خط 2-۱ ۲ 
مجانب منحنی ثه‌ایش 
تغییرات تابع است » 
آن را رسم می‌کنیم 
(ایين منحنی محور 


۱ _ 
۲ ها را در نقطه‌ای به عرض م قطم می‌کند) . 
خط ۲ 1 محود تقارن منحنی فوق است (چرا؟) . 


حالت دوم - مخرج دادای دیشه است . 


: 
مثال ِ- اسآ 


اج اون تابم به ازای دو مقدار 4-۱ << منفصل و در فواصل: 
(اس : هو )و (والا و ات ) و (6۵ ۱۰) متصل است. 


یه بز عس 


۲ - هشتق » ِِ- کت 


تک یه ازای دو مقدار 
54 


۲-۳ صفر می‌شون 


بت 


. و در فواصل (۱/۳--۲ ۰ مه ) و 


( مه با ۰ ۲-۲/۳) متفی و درفاصلة (۲-۲-۷/۳ ۱/۳۰--۲)هشت است . 


۲_و ۴ جدول تغییرات تابم چنین است : 


تك- ۵ ساب سب 9 5 ۱ صک ۱ ۲ 
۲ ام ۲۷/۳ م( ... و | 

۷ ۳ #مر ۳ ۳ ۷ ۷ ۸ 

0 م ر یمم 0 سب مینیمم ده 


۵- با توجه به اینکه منحنی نمایش این تابع وارای سه 
خط محانب اسفت به معادلات : ۱-- بح بر ۰ ۱ ع و و ۲-۰ و 
محور #۶ ها را در نقطه‌ای به طول ۲ و محور 7 ها را درنقطه‌ای به‌عرض 
۲ فطع می‌کند » آن را رسم می‌کنيم : 


بسانت یر 
۳ 
ی ی ی و ات ی ی ی 


۴) -(-۱( 


مثال ۲ ۱۱ بو) آآً2 


۳۱09۹۳9952 


ی 


۱ - این تابع به‌ازای ۱ < » منفصل است . 
(۳ سل )و) ۴ سس 
۲( عو) 
حاصل از فراعت یو 


۰ تا هت مشحق ان ۷ ۰ موافق علامت 


صفر و ده از ای ۱ << زر ؛ بسضپادت می بداشد ( 


قر .دا دعایت جپت تغییرات ( با مستقیما) می‌بینمم که مقدار 


تابم به ازای ِِِ فقط هم (- می باشد . 


تسر ات تا بع خی است : 


نِِِ-_-ِ«ِ«. سب 


۱ ۳ سب 


۵ مس هنحتی نمارش تغسر ات تابع را ۸ با نو حه به 9 دارای 
دو خط محانب است دذ معادلات : کت << و محور طو لپا را در 
نمصطه ۷ 7-2 ومحور ها رادر نع ۴ ۷ قط می کند» رسم‌می کنیم: 


03 


جبر ششم ریاه 


هرک خرن ٩‏ ۱۴ 
ویو 
0 تایع به آزای ده مقدار ه - و ۱- دا منفصل و یه 
ازای مقاد بر ت * متصل است . 
سیخ کت 
۲( >د) 


به‌ازای‌همة مقاد بر ۹ موافق علامن‌ضر دب حمله درجه‌دوم صورت» هی 


مذال ۳- 


۲ - مشمق ۳ "1۷ ؛ر دشه ندارد وعلامت آن 


هنفی است . 
۳و ۳ حدول تغسرآت تابع چنین ۱ 


۵ تفیل از رسم هدیحمی نما ش تغسرأت این تابع » سه خط 
مجانب آن » خطوط ۰ < و و ۱ - << و و 2۱ 7 را رسم می فنضم ؛ 


1 952 


اب 

و بعد با توجه به اینکه این مذحنی محور ها را در دو نقطه » به 
طو لپای : ور ۵ و رس ی ۵ فطع 
می‌کند » آن را رس می‌کنيم . 

توجه کنید 1 منحنی نمایش تغییرات تابمپای کسری‌که مخرج 
آ نپا از درجه دوم باشد و درجه صورت آنپا از ۲ بشتر نباشد » همواره 
دارای يكث مجانب موازی محور طولپاست و صرف نظر از وضع 
مرها ات ۱۱ مرس اد ور رها رای واه 
سطرهای‌کتاب و محور و ها بر آن عمود باشد » شبیه به یکی از این 
شکلها خواهد بود . 


اکر مخرح ریشه نداشته باشد : 


در 
دس ۰ تست 
رس سس ی سب س مسبت تسس سس کت 


اف ۲۳ تب 
‌ ِ 


سرا رای دورسم 


7 رن 


اگر مخرح دارای دو ر سشه میمایز باشد + 


مشتّق دارای ده دیشه 


06 


۳ 


ب «ِ«ِ ۳ 


1 
مرت / 
۱ گرد مار ن 


مشتق دارای بك ر رشه مشثق‌دشه ندارد 


اگر محر سر 5 با ده اضاقت تا نگ ۵ 
ت ۱ 5 : 


ج - دسم منحنی نمابش تغییر ات توام ی که به صورت زير ند : 


م سل و و[ ۲-1 »2 


۲۳۳۳ رت 

با دد نو ره ۸ جون درحه صورت 1 توابع یك و احد از 
در حه مخرج| نها دشتر است » منحنی نماش تءسرات‌آنپا دارای‌مجانب 
مایل نیز می‌باشد (شمار؛ ۲۷ ج) . 


۲ 
4 


|۱2 


ات 


- ادن تأبم به‌ازای قمد معاد بر ۶ بر 0 -ح ر را ی ۱ 


5 ۲ 


۳۹ كثِ_ِ- باس ت۴۳ ۱ ۳ ند سبد مج 


صفر می‌شود و تغسر علامت می‌دهد . در فاصلهٌ (۱+ و ۱-) منفی و 
در فواصل دیگر عثبت است . 

۳ و ۴ جدول تغییرات تابم از این قرار است: (اگر صورت ۷ 
را به مخر جش سیم نیم ) می‌توان ۳ .۵ شکل موس و 


نوشت » از این رو اندازه و به ازای مه --  <-‏ واضح است) . 


۱ 
وم لب ۱ 0 ااست.  .‏ مج سس وا ۱ 
سل 0 تَ ۱ نغنس 0 سل 2 
مه سا ۹ ّ أح 
بم ۷ 7 


معادل محات مایل این 
هنحنی که از تیم صورت بر 
مخرج آن بدست هی | بد؛ ۳ 
ما ۳ موازی با محور 
#هاغر ان ۳ اس ما در 
ظ‌گرفتن این دومجا نب» منحنی 


را چنین رسم هی کنیم ۱ 


6 ۷ مت 


چنانکه می بنمن در این مثال مدا مختصات مر کز تفارن منحنی 
ات 


بطورکلی باید دائست که محل تلافی دو مجاف منحنی نماش 


۲ 6 روا سل 8 . < 
تغسرات ابع 7 هر کز تقارن همحبی ۳۹ 


۲ ۳-۸-۲ آ و 
مثال ۳- ۲-۳ ک_۳» 


ان تابع تنپا به ازای و منفصل می‌شود و به ازای 


سأر مقاد بر »و انصالی ات ۱ 


ی 1 2-1-۵ سس ۲ ۲3 
مق ان رس 


"1۷ رشه ندارد: بنا بران 
علامت آن به ازای همه مقادیر و موافق علامت صورت کسر است» یعنی 
مت است ؛ زبراکه ضریب جمله درحه درم در صورت » همست ِ 
۳و ۴-و ۵- تابع پس از تقسیم صورت بر مخرج بدین شکل 
5۳ 
وس ود بح انا ال ۳ 
ی ۳ب و۳ ۴ ۲ 7 »۳ 


به ازای 0ه سب »ر پدست می| بد وجدول زیر نتیجه می‌شود : 


مه 1 


|32 


انیا دیده می‌شود که 
۳ ۱ 
۰ ی 0 تست سح , میحا ز 
ی 
مایل منتحنی است ۰ محل 


تلافی دومجانب آین‌منحنی» 
3 
بعنی ۲ | نامر کز تفارن‌منحنی 


است (چرا؛) ۰ 


۷ ۷ نب 


0 
نقطه تلاقی منحنی با محور و ها به عرض---- و نقاط تلافی با 


محور * ها به طولهای ۱ و ۲ 
می‌باشند . 
نوجه کنید! منحنی 
نمااش تغسرات تابعپای کسری 
که مخرج آنپا از درجهٌ اول 
وصورتشان آزدرجه دوم باشده 
همواره يك مجانب موازی 
محور 7 ها و با مجانب مایل 
دارد و محل تلاقی دومجانب» 
مرکزتقارن منحنی است. 
منحنی نماش تغسرات 
تاپم هذلولی » صرف نظر از 


و 


۸ 


09 


۱ ۱ سم 
وصیج محورهای مختصات ب۵ مکی از چپار شکل دا ین رتیه ۱9 ات 
ند لکته ۶ توجه به‌نکات زیر» برای رسم صحیح منحنی نمایش 


تاسپای کسری درحه دوم ( حعنی آنکه درحه صورت و محرجش از ۲ 
تجاوز نکند و اقلا یکی از آ نبا از درحه دوم باشد) سبارمشد است: 


۱ ۱ مس وو[ ۰-1 بر 8 
هت نامب راو لد رای ۷۳ ۱( 
ی 6 تم یا( وم  ۲)۵۵‏ با( توح طه) 
خی : ۲( 6۱ سل عوا 1 ۵۳۲) 
ات 3 درحه وت هچوفت مش از ۲ نست و نمی توا ند 
مش از دو دقعءه تفر عالامت دهد . بنا پراعن تابع هر دور سس از يك 
ما کز یم و بت هینیمم نمی توا ند داشته باشد . 
(<)۲ 
۲ - فرض کنیم که ۰ رشه‌ای از مشتق تب کی زج ۷ 


باشد که به ازای آن مشتق تغسرعلامت می‌دهد».بس مقدار تا بم به ازای 
ء 6 :۰ ما کز یمم وا میتیمم خواهد نو د . 1۳ ننست | وود ان مقدار 6 
طسعی است که باید در عبارت تایع » به جای « بگذارم 4 ك_ 


])<,( 
8) ( 


را در حالت‌کلی ساده‌تر کرد : 


۱ ) ۲ ۱ 
قصیه - ار رن« تکسی از د شه‌های «خعق 9 


یک 


وا حساب کنیم ۳۳ به موحب فضبه زیر می‌توان 5 محاسه 


به شر ط اینکه ( ,)اج و (یعد )اج صفر نباشند » دادیم : 


]),( ۳) ,( 
8 )۰( ۵ ).( 


9 
(۳۳۳1 952 


6۲ 
زیرا بنا به فرش ؛ چون ,۲ رسشه مشتق است , داریم : 
 ):,(1)5,( ۰‏ - (,۲)۰(۵)5) 

حال به فرض ۰( )ع و »(,) 8 » اگرطرفین این تساوی 
را پرحاصل ضرب (,5) 8 . (.8)7 تقسیم کنم » همان تساویی که 
می‌خواهیم ثا بت کنیم بدست می [ بد ۱ 

این قشیه (که اختصاصی به‌کسرهای درجهُ ددم ندارد) مخصوصا 
در مواردی‌که ,عا به شکل بك عدد مرکب ۸-15 باشد محاسبة 
ما کزیمم و مینیمم را ساده می‌کند . 

هثال- چنانکه دیدیم (شماره ۰۵۱ ب . حالت دوم » مثال ۱) 


3 ۲ صفر می‌شود و تغییر علامت 


می‌دهد . برای محاسبة مقدار ب » فظسر یکی از این دو مقدار , ب‌حای 
(۳)#۶] 
آنکه این مقدار را در خود تابع ببریم ددت (مز) ام کی ددم " 


مثلا" به ازای ۲-1۷۳ <- ,5 دارم : 

8 از ۱۳ ۲-۳۴ ۱ 

۲۲۲۷۲۲۳ ۱۰-۲۳-7۲ 
1 ۳۳ فده 

و برای بدست آورده مقدار ۲ ۳۹ ۲۲۳ محاسبة 

از انجا که ضرایب 7« همه اعداد صححند و 

اختلاف دو مقدار »و فقط در علامت ۷۳ است »کافی است که در محاسبة 

مربوط به م6 » همهد‌جا 1/۳ را به 1/۳ -- تبدیل‌کنيم. می‌بینيم که اندازه 

و به‌ازای ۲۷-۲۷۲۳ مزدوح اندازه و به‌ازای ۲۷/۳ , یعنی سس ۱ 


است . 
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۲ ( ند 


۴۳ اگر هنحنی نمااش تغییرات تابع (۱) را با خط 1 » موازی 
محور وها؛ به‌معادلهٌ 90 عد ۷ قطع کنیم » > های نقاط برخورد * ر شه 
های این معادله درحه دومند : 

من ان ور( و او) با پو(ج سب مور تو). (۷) 
یس : اولا" هرخط (1 موازی محور » ها منحنی نمایش تابم 
ذسری درجه دوم را منتهی دردو نقطه » در فاصلهٌ نزديك تلاقی می‌کند. 

انا اگر دوه به سمت بش میل‌کند » ضریب #۲ از معادل (۲) 
صفر می‌شود وچنانکه در فصل چپارم خواهيم دبد اقلا یکی از دور هه 
ادن معاد له درحه دوم ازحت قدر مطلق ی‌اندازه بزر کک می‌شود ) دعنی 
خلبگ س و (مجاپ موازی مسور با امنحتی > تبث 
تلافی درفاصلة تزدىك دارد . 

الا اگر مه چنان باشدکه معادلهٌ (۲) یه مضاعف داشته باشده 
عنی ح در معادلة زیر صدق‌کند : 

ه 2 (0 -- 1 9()6 - ۱۵ ۴)۵ - ۲( - صطظ) . (۳) 
خط (1 برمنحنی مماس خواهد بود و چون (1 موازی محور بدها است ؛ 
نتیجه می‌گیریم که مهای ریشه‌های معادله (۳) » براپر ماکززیمم و 
مینیمم [ می‌باشند . 

ازاینجا طربقَهُ محاسبةٌ ما کز یمم ومینیمم بو (بدون استعمال مشتق) 
بدست میا ید وآن این است‌که معادلاٌ (۳) را تشکیل دهیم وریشه‌های 
ان را حساب‌کنيم . 

۱ 3 بینم کداميك از دو رشه‌ای که بدست امده است 
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سیدآها ۱:۵ من 


ماکزبمم و کدام میئیمم است » کافی است‌که در نظر داشته باشیم که 
چنانچه تابع همواره متصل باشد؛ مقدارما کزيمم بزرکتر ازمقدارمینیمم 
است وچنانچه مخرج تابم ریشه داشته باشد » مقدار مینیمم بزرکتر از 
مقدار ما کزیمم است . 

۴ در حالی که مخرح از درجه دوم باشد و محور نقارن موازی 
محور و ها وجود نداشته باشد » منحنی به مجانب خود ۸ به معادله 
9 در يك نقطةٌ ۸۵ برمی‌خورد . اکر محورها را به موازات خود 
انتقال دهیم تا ۸ میداً جدید مختصات شود (بعنی محور رها بر مجانب 
۸۵ منطبق شود) » معادل منحنی کوخ ان یت وت 


سیب - بو و مسادلا (۲) که ربدههای آن ی های نقاط 
تلاقی منحنی با خط هط ۲ است ؛ به شکل زیر می‌شود ؛ 
هد موز 7 + عر( ۱- م0 6) - ۳02 (۳( 


حاصل شرب دور سشه این معادله ب»_ِ«- به ۲0 ندارد .۰ به عبارت 
دیگر اگر]۷ و ,2۲ نقطه‌های تلافی منحنی با خط (1 ۰ موازی ۵ ) 
و,ا وبحط تصاو یر آن نقاط روی ۸ باشند» حاصل ضرب ,۸۵ 0,۰ ۸ 
بستگی به جای (1 ندارد » یعنی : 

مقدارثابت ,هه 2 ۰ ,۸۳ 

بخصوص اکر ۴ و 0 نقاط نظیر ماکزیمم و مینیمم د ط د و 
تصاو بر آنپا باشند» چنانچه ( را منطبق برمماس در ظ با در 0 اختیار 
ی( 


/ 
نس ۲ ۲ 
۸0۲-۸ ۸0 


۱ 


بثا بر این چجون ۲۳ در 8 روف دلث خص موازی ۲ سسن 
6 - و ۸ 4 دی ۸ و سل وماوه تیه ۳۹ دس بطود کلی 
(محور ها هر حا باشند) طول 9 4 نقطه دلاقی همیحنی دا محاف ۸ 8 سر 
عدار ی ر شه‌های مسمق تا بع ات (ا لته تابع کسری در سجه دوم که محر حش 
ازدرجه دوم باشد) . 

از تساوی او دشر ,و۸ ۱ ۰ نتسه هی گر ردم که 
۰ و بط مردوح توافقی ۳ و ٩‏ می باشند , 


دس دسم منجنی دمًیش تغییر ات توابع کسری که دارای صورت با 
مخر جی از ددجه* ۲ بیشتر باشند . 


مثال- 


۱ ریشدهای مخرج عبارتند از ۲ و . بابراین تابر 


ر۵ ۳۹ اه دومقدار ) معفصل و به‌ازای مقاد بر ی اه 
و (۱۲-- ۲ )۲ و 
؟- مشق تابع » ۲( ابو << و * به ازای هیور و 


۲۳ ۲ پر صفر می‌شود و علامت آن به ازای ۷۲۱/۳ یو نا 


۱ این دو مقدار منقی ا شرفت ۳ ازای ٩‏ << لا تخسر 


علامت نمی دهد ) ۱ 


۳9 ۷۳۴9 ۳ از ۱ نجا که خار ج وسمی صو رت بر محر ح برابر 3 است» 


مقاد بر ۷ در ازای 0 2۳ < 1 برابر ۰ -ع- می باشد و حدول تغسیر ات 
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۵ منحنی تغیبرات تابع را با توجه به اينکه دارای سه خط 


ی 


توچه کنید [ منحنی نماش تغییرات تابع اخیر نسبت به مبدا 
مختصات قرینه است . بنابراین‌کافی است‌که جبول تغییرات تابع و 
هفحنیی تما نف انوا به ازای ‏ های مثبت رسم‌کنيم و از روی آن تمام 


تغسرات و منحنی را بدست آودیم ۱ 


01 


-۱6۸- 


111 تواب ی گنک 


۲- سم منحنی نمایش تغییرات نوابع گنک - هر گاه 
عبارت تابع برحسب متغیر * اصم باشد » ممکن است‌که تابع به ازای 
جمیم مقادبر واقع در فاصله‌ای » با در فواصلی » مقدار حقیقی نداشته 
باشد » بنابراین باید قبلا" معین کرد که تابم در چه فاصله‌هایی مقدار 
حقیقی دارد وسپس با تعیین تغیبرات تابم درآن فاصله‌ها منحنی نمایش 
آن را رس‌کرد . چند مثال زیر مطلب را روشن می‌کند : 


مثال ۱- آیو سم ۲-۲۷ اعد رو . 


(- این تأبع تنپا در فاصله (۲ و 7-۷ ) حققی است ه سا برا ین 
تغیبر ات ۳ باند در فاصله 6 ۲ سب معین کرد . 


۱/۳ -« 


مس حیحص 


1۷ 6 به ازای ر دثه حخود 


1/۴ - 
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تقیو ات تایع با توحه 


تن 


۵ - منحنی نماش 
ره انکه مجانب ندارد 
(چون ۶ و ۲ هیچکدام 
بشپهات نمی‌شو ند ) فوس 
(۲۱0[1 ۸ است . ماس در 


نقطه‌های ۸ و (1 موازی 


محور ۷ هاست ۰ 

توحجه کنيد [ به همین تر تیب دیده می‌شودکه منحنی لمایش 

تغیبرات تابع ۷ ۲-۱ + دد 7 به صورت قوس ((۸ است 

۳ نقطه چین ار ان همن صفحه ) . وو کمان (۸0۲ و ۸11 
بر روی هم تشکیل يك بیضی می‌دهندکه معادلٌ ان چنین است : 

۵ 1 2۰۳۲ 7 ما 

یا تب( ۲9۲۲ -۲(۷ )7-۲ 


۲و ۴ مد ۲(۲ -- پر 7) 


مثال ۳ب آیو ٩1۲‏ 7 . 

۱ این تابع در فاصله‌های (۲--۱مه -) و (هه ۲۰ ۲) 
حققی و محاسبه پذیر ات . در داخل فاصلهٌ (۲ -+۲۰-) , آندازه‌اش 
موهوم است . 


تِِِ 
9 ؛ رشه ندارد. با براین 
۴ ۹ 02 


۲ مشتق تأبع » 


12)۱(۱(2۵12| 
۳۳ 
علامت ان درهر ك از ده فاصله تایت هی‌ها ند در فاصله (۲ تب 0۵۱ ت ) 
علامت مشتق منفی و در فاصله ( ۵0 +-۲۰) علامت مشتق هت 
۳ بهازای مه لد عت ر مقدار 7 نز هه + می‌شود ؛ و لی به‌ازای 
0 مس ححد پژ ) تابع بدصورت مبهم 00 -1 وم -- کر هی :2۳۵ برای رفم 
ابپام » چنین هی نو سیم : 


تس سس سس 


۴-۸ (۴ سآو) تب ۲۷(۲ و سس 
سسسسسس تست ی سب ۲ +۲4 بح 
آپوا ۲یا 6-۲-۱۲ ۱۳۳۹ 
با جون 5 منفی است : 
ِ 
1/۱ +۱+۲ 
1 1 


۰ ۲ ۵۰ بت ۲ ۴ 
می‌بينيم که اندازه حقیقی ۲ به ازژای 0 - در برایر ۳ 


0 


۴ جدول تغییرات تابم چنین است : 


۵ از جدول پیداست‌که منحنی نمایش تفییرات تابع دارای دو 
شاخه است . شاخهٌ اول دارای نقطهٌ بنپایت دوری است که « آن هه - 
و و آن ۲ است » پس دارای مجانب 7-۲ می باشد . شاخة دوم دارای 
نقطهٌ بی| ندازه دوری است که و و آن هر دو بنیاتتند"؛ دس همکن 


۲ 
است دارای مجانب فا ول شتا رای شست ورون معادلهٌ این مجانب؛ 
ابتدا حد -د را به آزای ۰0 + 2 پیدا می کنیم» داریم : 
۱/۱ ۱-0 
۳ 3 


شاخه دوم دارای امتداد محجانبی است که ضرب زاو دهای آن ۲ اس . 
و بعد حد ۲-۲۶ را چنین بدست می آوریم : 
سا ۲-۲-4۲4۷ 
هی بینيم که هنکامی که > بی| نداژه بزر گ می‌شود » طرف دوم 
به صورت 06 -4 ۵0 س درمی | بدکه پس از رفم ابپام شحه می‌شود : 
۲ << (۲-- ۷۲) 0 1[ 


وم + بت وا 


بس شاخه دوم 
دارای مجائب مایلی 
است به معادله 
۲۱-۲۲ < ومذحنی 
نمایش تغییر ات چنین 
اس 

مماس منحنی در 
نقاط ۸ و ظ که طول 
انا و اد 
است به‌موازات محور 


۲ هاست . 


۳ رشفیر ار با 


توجه کنید [ به همین ترئیب دیده می‌شود که منحنی نمایش 
ی تابم ۴ 2-۲-۲۲ 9 از دو شاخه نقطه چمن درشکل 
صفحٌ قبل » تشکیل شده است . شاخه‌های منحنی نماش تغمیرات ین 
دو تابع روی هم تشکیل مك هذلولی می‌دهند که معادلة آن چنین است: 
و 
با ۴4۸ ۲ ۲۳/۲4 آ ۷7 
و 7۳۴ 


- این تابع در داخل فاصلهُ (مه و ۳( حصفی و محاسته بذ بر 


اس . 
۱ مت ۱ 


باشد » همیشه منفی است . 


۹ و ۴- حدول تغسرات تابع جسن ات : 


۵ - منحنی نماش تفسرات تابع ۳ توجه به اینکه مجانب مابل 
ندارد 6 شاخه‌ای که بالاي محور ‏ ها رسم شده است ۲ 


توچه کنید [ به همین ترتیب دیده می‌شود که منحنی نمایش 


۱ تست 
تفیبرات تابع سس ً‌ : شاخه‌ای است که درشکل خط چین 
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وگ 


کشده شده است . این دو شاخه بر ری هم » يك هنحبی به معا دله 


۱ ۰ 
س + و بات حاورا تشکل می‌دهند . 
نس ٩‏ 


مثال 6 ۲ یو ۱(۷ ۲۳ : 


۱- ین تابع در فاصله 7 ۱ 
(مه +4 ۲۰-) حقیقی و / 
محاسبه پذبر است . 

۲- مشتق تایم ؛ وس 1 0 
۳ : ۰ 
در داخل فاصلة مز بورمعین 1 
وریشان ۱ - << 5 است. ۸ 


علامت هشتق به ازای ۱- > منفی وبه ازای ۱-- << هت است. 


۳ و ۴ جدول تغبیرات تابم چنین است : 


وه 4 ی 7 
دینیمم 
چون شاخه منحنی دارای زمطه سنهایت دور است » قبل از رسم 


هنحبی بابد تحقق کرد که مجانب ما ىل دارد با نه . اما وقتی که ‌ 
۹ ۱ 604 


۲۳ 


نیت مي‌شود یز یناه زگ می‌شود: نی داد ماب 
همان امتداد محور ۲ هاست . و چون بر طبق آئچه قبلا دیدهاابم عمل 
کني + معلوم می‌شودکه خط "۵ وضع حدی ندارد : پس منحنی؛ مجانب 
مایل ندارد و در امتداد میحور بو ها شاخه پارابلی دارد . 
منحنی نماش تغییرات تابع چنین است 

هنحنتی به هیحور :ر ها در نقطه‌های 
به طول ۱ و ۲- بر می‌خورد و محل 
برخوددن‌آن با محور ها نقطهٌ ب‌عرض 
۷۲ است , 


9 موازی محر ۲هاست ۰ 
وجه کنید | به همین ترتیب دبده می‌شود که منحنی نمايش 
تغییرات ۲ > /۱(۷س ر) س عت 7 شاخه‌(ی 2 در شکل نقطه چبن 
اشده شق اس : اف دو شاخد بر روی هم » دك ۱ صجبی به معادلهُ 
۱۰۲ ۲) و با (۱(۲)۲4+۲-عاعآو را تشک 
می ده.د ً 
مثال ۵- (۱-- )۲ 7 س و . 


۱ تایع به‌ازرای جمیع مقادیر د حقیقی ومعین و منصل‌است. 
۲۶ و۳ 


94 مشمق 4 5 و۴و۳ > #۲ ؛ به ازلی تمام مقاد بر ۲ 


حجز صفر ۳ معنن است وعلامت ان با علامت صورت » دعنی ۲۶ آ و۳ 


مماس بر مدحبی در نقطه به طول 
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ده ۱ ۱ مت 


۱ ۳ 
یکی است و به آزای ریشه‌های صورت » بعنی صفر و » تغییر علامت 
می دهد : 
0 


۳ ۱ ۲ 
به‌ازای ب صفر می‌شود و به ازای ۵ یه صورت هم یم 


درمی آ بدکه مقدار حقیقی آن هه است . 


ی ۳ حدول تقمر ات تأبع جسن انتیت, ؟ 
هم -لٍ- ۱ ۲ 0 

+ وج 
فو م وم گت با 


۵ از روی جدول می‌بينيم که منحنی تماش تغسرات تابع از 
قطهٌ 0 می‌گذرد . تابم در این نقطه ماکزبی است » اما مماس بر 
منحنی در این نقطه موازی با محور بو ها ( بعنی خود این محور ) است 
(نقطه () نقَطهُ باژ گشت نامده می‌شود) . در نقطه به طول ۱ نیز » هماس 
برمنحنی موازی محور توهاست و چون با ترفی کردن » ۲ نیز ترقی 
می‌کند » این نقطه » نقطهٌ عطف است . چون وفتی که | > ! بیا ندازه بزرکک 
شود | 9 | نیز بی‌اندازه بزر گ می‌شود » ممکن است‌که منحنی مجانب 
ای اه هشونا ای مات لب سم 
عم می‌کنيم؛ . 

اول : ِ_ / ۷ ۲ 

۵5 4 4 ۱ 7 


۱ 


مس ؛ وت 
۵ ب ٩‏ 


1 
دوم : ۳۳ 
۳ اس ۱۳ ۳ کل ور سم 
که با استفاده از اتحاد . ۰ 5 ۳ 


۳ ۲و 
و و - و 


چبین تیجه می گیر یم ؛ 


۳ ۱۳ 
1( یو ۲( کی[ ۷ 
۱ 
هر تیا ابیت مت 
ز ان ی (۶-- ۳)حط[ 


دارد وشکل محاور » منحبی 
نماش تغسر أت تایم 


مفروص است . 


آمرین 
تغییر ات 


تابمهای زیر را معین‌کرده منحنی نمایش تغییرات آنها را 


- ۶ و ۳ (۲ 7 )(۱ 6 (۲ + ا) ت و 


(۳()۲۰۲۱ و)ع و ۴ ۱5-۱( سب 


۹ 


۱7122952 


۵ 
۷ 
4 
۱ 


۱۷ 


۱ ۴۳ مت آ مت یو << ۲ 


۵۲۲-۴ -- آیرعت ۲ 
(۱-- )۲۲ -< ۲ 
۱(۲ سس )۲ ع- 7 


۴( -- )۲ (۱ ات )مه ۱ 


سل 


پب_ٍِ-۰- 


-.0 


۰۳۱ 


-۳ 


.8 


۰-۳۷ 


-04 


۱ 


۳۳ 


"۳2 


پُ- 


اوعد ۲ 


و 
۱ پو۳ ۳ ۷ 
۶ _ 
۲ پر ایو ۲ 
دس 
۳( 
2 
نینط 
او ۷۲ 
۱ 
زر ی 
لاله ۱۳۹۲ 
آ(۱س عو) ۷ 
(۱ وا _ 
1-۱۲ ۲) ۰ 
۷۳ 
۲-۱ و ِِ 
۲ -- 6 
۲-۴ > 
12-۱ 7 


۳۸ 


ارت 


۲ ۲۳ ۳۲۲-۶ 


۲سا ایو سم < ۲۷ 
(۲(۲)۶۰۱ - ع) << ۲ 
۲-۱(۲عد) وعت ۲ 


(۱ .)»رسد 7و 
مر 
اتید ۶ 
۲سا با مس او ۲ 
۳ _ 
امس آ پوس لا 
۳ ۲ و۳ 
ارت آ ۷ 
۱ ۱ 
سا ۳ ۷ 
اساسا ] 
0 ۸ 
۹ 
ی دوز 
کی 
۲ پر او 
۲-0 کاس جر 
۹ 
اس ایو ۲ 
اد ۳۳۳ 
۴ ایو ۲ 


7 ۳ ۱ :)1--۱( 


06 


ِِ« 


۳ رّ ی سر کر 


0 ۱ 


نک ۳ 
952 105۳01 


7 وی 
۳۹ ت9۱ ام بوم یراع زو 
۳۱- الا ۳ ۲و۳و۷ سس زو 
۳ 1 
۴- ۵واایو ‏ ور س عت زو 
83 سل اس اس 
#۶ آ ۱۷ و 
۴۳۷ اد ۱ /۷(--۱)  --‏ 
۴۸- ۰ / --1 4م_ / ۱ 
0- ۳ رو ۵ ۶ ۳ 7 
۳ 2 
 ۵(۲)۲ ۰ ۳( ۳‏ )۲ »ات ۲۲ 
۴ ۱ آ(عر- بو) ۵ ۷۱4 وت ۷/۱ و 
33۲ سا و ۵۷ ب ۱ ۲ < ۲ 
2۸- ۳و۳ کر بو 


۱ 
۲ ول ایو ۲ 


را رسم کنید ات «عادلهٌ ممای براین منحنی دا در زعسله به طول ۲ فداست 
آودید 2 مختصات نفطه بر حو رد این مماس را (غیراز نقطهٌ تماس) 5 
منعنی حساب کنید . رایماً از نقطة (ه ۰ ۸۱ مماسی بر منحثی نمایش 
تغییر ات تا بم کشیده معاد له مم‌ای را بیدا کنید . 


۵ اولا مطلوت است ردسم جدول و منحنی ناف تغییر ات تا بع 


4- اولاجدول ومنحنی نمایش تنیبر ات تابع 


(۲ - )6 
1 . ثانیاً معا دلهٌ ممای براین منحنی را در نقاط بی‌خوردآن 


م۳ مه 1 تب مت سس 


0 2 ۳ 


ل ال مت 2 


3 


۳ محو رز وه دنو دسید 1 انا زاو به ین دو مماأس لر هفمحنی در نتاطی دافم 
برملحنی وبه طولهای ۱ب ۰ حساب کنید . 


۷ اولا" در تابع ۲ کب ۳ مقدار و و و دا طوری 
۸ ۰ 4 
تین کنید که تابع به‌ازای ِِِ دادای ماکزیممی باب ‌شود. فان 


۳ ۳ 
جدول و منحنی نمایش تغییر ات ی مس را رسم کنید ۰ 


و رو ۲ 1 آ و 
2۲-۱ 


۳ .- تأبع ۲ مثروش است . اولا" و و ط 
دا بقسمی تعیین کنید که بهازای ۲ 
مقداد تابم برابر ۲ شود . ثانیاً جدول و منحنی نمایش تغییرات تاپم دا به 
اذای این مقادیر ۵ و ظ دس‌کنيد. الا مختصات نقالی دا بدست آودیدکه 
ممای برمئحنی دد آن نقاط با محور رها موازی باشد . 


۳۳ ۱ 
۳( ۳ . در تأبع 2 , دوعدد و و دا جنان 


بگیر ید که ما کزیمم 
و منحنی نمایش تنیبرات تابع دا به ازای این مقادیر و و ح دسم کنید . 


۲-۱-۳ و 
سس تفغییر ات ت 1 


نمایش آن را دقن روی این منحنی سه نفطه یافت می‌شود که در آ نجا مشق 
دوم و صفر است ( سه نتطهٌ عطف ) . اگر ۸ یکی اذ این سه نعطه باشد ؛ 
نقطه‌های بر‌خورد منحثی ( 6 ) دا با مماس در ۸ بیدا کنید . 

۳ ۰ 9۶6 مب عدد ه دا چنان بگرید که تفاضل میان ماکزیمم و مینیمم تابع 
بو ۲-1-۳ وس 
۳ب ۲ 

نمایش آن را دسم کنیدا . 
۹ اولا ات کنیه که وفتی که سه جمله‌ای ۲-1-1-6 وه دریشه 


۱ 
تابع در ازای تس 2 چا برآ بر صفر باشد. سیس حدول 


۳ ر| معین کر ده منحنی )6( 


و ا ق سپس تفیبرات ب دا معين ومنحنی 


0 


وت 1 


ال 


7 


۱ 
۹2[ 
ت۱۵ ۱ 


دارد , تا ظ ۳ ۲۵ 
۵ مس ورد ابو < 7 همو اده در يك جهت تفیر می‌کند . 


ثاثیاً ط دم را برحسب 8 بقسمی تعبین کنید که منحثی نبایش تغییرات تابم» 
محود رها دا در نقطة به طول ۵ ۱- و محود ها دا در ات تین 


۱/۵ قطم کند. ددد این صو رت و دانیزجنان بیا یید که منحنی از نقسله 7 و ۱) ۱ ۱ 
بگ‌نرد . ثال1 تفیر ات نشستشل 
تا تب پر دح دا تيین کرده منحنی ۱ 
دا رس کنید . 
۱ 4 
۳« 


تن > ۳ بر ( 
۱ کی ۱ د ۴[ مب ۲ ۱ ( ۳ 7۰ ر 2 ۳ 
را مس » 39 5 
۱ # کز مر 7 1 / 7 ۳ ۱ و 
[ 1 5 ک 9 ۳ 2 [ و ۱ 
۳ 


2 َ 0 ۵ [)/ ر 28 )1 مر نا ۱ ب ۲ 
زدد (م ال ال خی رالات مفره مت در برس 
4 ر‌ 


فص پنج 


بحث در وجود و علامت ریشه‌های معادلة درجةٌ دوم 
بارامتری و مقایسة بك با دو عدد با ردشه‌ها 
آ- بحت درو جود وعلامت زر بشه‌ها 


۱- بادآوری - اولا - شرط لازم و کافی برای اینکه ممادله 


درحهُ دژعی ۳۹ دد ر مه ق | لعلاعه باشف 6 این است ۸ 


 « 0 ۲‏ م. ‏ ۲ ۱ : 4 
باشیم : كِِ در آدن‌صورت 4 ۳ فرص 4 6 ۶ 4 خواهیم داش 
6 
تانیاً ‏ شرط لازم وکافی برای آنکه معادلهٌ درحه دوم دو رشة 


مشت داشنه باشد 1 این است که داشته باشیم : ه ج ۸۵ وه و +2 


در این صورت خواهیم دا 
۹ 
الغا شرط لازم و افیا نکه دو رشه » هر دو منفی باشند» این 
است کهداشته باشیم» ۰ ۵2 و ح ر مک دراین صورت داریم: 
> > ۲ 
۳ بحث - مقصود ار بحث در وجود و علامت رشه‌های لت 
فقاد اد بارآمتری درحه دوم» این است که ابتدا ببینیم به‌ازای جچه مقادبر 
بارامتر ؛ معادله ریشه دارد و بعد به ازای این مقادیر » علامت ر شه‌ها 


را تعیین کنیم . 


09 


۱ 


۳۱۹۳0۱952 
ت۱۵ .- 


دارد : ۱ ۳ ۲۵۶ 
دوع همواده در يك جهت تنیر می‌کند . 


ثانیا و[ و ی را بر حسب ع بقسمی تعیین کنید که منحنی نمایش تفییرات تابم, ۱ 
محور رها را در نقطهٌ به طول ۵ ٩س‏ و محور ها دا در نتطهٌ به عرض 


۱/۵ قطم کند. ودراین صودت و دانیزجنان بیا بید که منحنی از نله 9 و۱ 


. ۳ ۶ ه.. ‌ ۲-1۳ 
دخیشرد , ۵( تفیر ات تا سس سس سینت و ره ۳ 
۱ تم ۲-۳-۲ و ۲ دا هیس گرده همنحنی 
بن را دسم کنید . ۳ 
# ۱ 7 
٩‏ 7 1 ۳ 
۳ م ‏ ۱ ک و زا ۶ 
/ 0۳ ِ# 
۱ ارم مر 1 ۳ ۳ 
1 ‌ 2 2 / : و 2 ۱ 
۳ ار کی رن کرو ۱ ۳ 
۰ ۰ ۳ 


فعیل پنچم 


بحث در و سور و و ۵لادت ر بشه‌های ماد( در حچه دو ) 
بارامتری و مقایسة بك با دو عدد با ربشه‌ها 
آ- بعت درو جود علامت در بشه‌ها 


۱- بادآوری - اولا - شرط لازم و کافی برای اینکه ممادله 


درجه دومی دارای دو رشه مختلف العلامه باشد » این است که داشته 


باشیم : هک در این‌صورت 4 ۳ فرض > 1 خواهیم داشت ؛ 
ک< ۷ 


تانب د شرا ط لازم و کافی برای انکه معاد له درحة دوم دو ر شهُ 


مثبت داشته باشد » این است‌که داشته باشم : ۵<۰ و اوه اس 


در ای صورت خواهیم فا 0 
۹ 0 
تالنأ- شرط لازم و کافی | نکه دو ر شه » هر دو منفی با شند ؛ ی 
ط 
ات فد 1۳ باشیم» ۵ 2 ۸ و ما و 4 دراین صورت دار م: 
> > ۲ 
۲ بخت بت مقصود ار حت در وحود و علامت ریشه‌های يلك 
معادلهٌ بارامتری دزحه دوم» این است‌که ابتدا ببینيم به‌ازای چه مقادیر 
باراهتر 6 معاد له ر دشه دارد و بعد یه ارای ۳ مقاد بر 4 علامت ریشه‌ها 


را تعیین کنیم . 


09 


۳ 


۳ راه عملی برای «حث یلك فا (۸ دار امتری 1 ازحل مسگله‌های 
زبر معلوم می‌شود : 
مسئلة -٩‏ بد‌ازای چه مقادیر فط » این معادله دارای رشه است ٩‏ 
ه ح ۱ سل عو(۱ مت وا) ۲ ۲( ۲-۱۲ 90) 
حل ت- فص آایکه این معاه له ر دشه داشته باشد ۳ و کافی اتعت 
که مت ان مثت با صفر باشد ؛ بنابراین ۸ را تشکیل می‌دهیم وان را 
تصبن عالامت می نیم ب 


سس و۲ ۲ ات ( ۱۲ )۱ص ۲-6 و ان 


ماد له ۲۸۱ 


۹ 
ِ ۱ ِ 
دو دیشه متمایز دارد 3 ِ 
ر یمه مضاعف: دارد حالس رسد 
۳ 
رشه ندارد ی ۳ 


می‌بييمکه به ازای --کهنه , معادلهٌ پارامتری فوق دارای دو 
رشه است . 
مسئلة ۳ - به ازای چه مقادیر ۲ معادلةٌ : 
و 2 ۳۳ 0و1 ۴ ۲ و سل و۲ و( ۱ ها ) 
دو رشه مختلفا لعلامه خواهد داشت ؟ 
حل - لاژم وکافی است که منفی باشد ؛ بنابراین را تشکیل 
می‌دهدم و آن را تین علامت می‌کنیم : 


و6 ور 6 


۳ 10 2۳۱ 


۰ 
|۱2 


علامت - از این حجدول بدست می | دد (ر شه‌های 6 برایر ۱ و ۳ 
3 
ات ) 


معا دله | 8ب 


دور یه 
مختلف | لعلامه 
دور يشه 
متحد ا لعلاد۵ 
دور بشه 
مختلف | لءلامه 
دور بشة 


متحدالملامه ‏ ] س 


ا + + 


سس سس ات 


0 + 


وه -1 


هی بینیم که به ازای و ۱ > ۲0 و > ۱:1 , معادله دارای 
دو رش مختلفا لملامه خواهد بود . 
مستلة ۳ - می‌خو اهیم در اژای مقاد در مضلف ۲۱ در وحود و 
علامت ر شه‌های قعا ۱ ز بر بحث کنیم : 
هه 9 - جوز( سل بر( ۳ س وو ۲) ۲ عل ‏ عز(۲ -- 21 ) 
حل سج <جونل در این مسئله با ند ‌ ۳ در وجود د حم تن مت 


و 5 ۹ 
ر بشه‌ها بحث شود » باید ۵و م 2 سرا نشکل داد وعلامت| ۳ را 


به ازای همه مقادبر 90 معین کرد : 
2 وو ۲()۵‏ وو) -۳(۲ - هو ۲) عمج -- ۲ اش 


(۳ - ووز) (۱ سس جوز ست بت ۳ زو ۴ اوعد 
۵00 ۵ 

۲و 8 

(۳- ۲۲۵ طظر 
اس وا و 


/0 


3 ۳۳5 
علامت این مقاد بر ۳ ترجه مطلوب از حدول زیر بدست می | دد: 


معادله 


اظ| > | و 
تا ۱ ۹ 8 
ریشه نداردا -- سلت تب 
وا نا 0 
۲" 110 ۲ ات ات ۲ ۱ 
دود یشه 
مه زد | - | + جر 
مت و وک و ۱ 27 
دور یه 
اه ۹/۳۰ مختلف‌الملامها س ات | له ۱ 
دور يشه فریتانسسست و تب 
0" ۰ 0 سر 6 دوريشه 
۱ ۳۹ 1 >>« ۶ مختاف‌الملامه | له ات | لد 
يك دیشه برابر۲ سس وون م۲۶ 
کج ۱ ۷۹ ۱ 3 ح 
۳ بت وه و ه اس 
زر رشه نداردا مب سل سب 


۴ راه عملی براق بحث - برای بحث در وجود و علامت 
ریشه‌های يك معادلهٌ پارامتری درجه ددم ؛ عبارت ۵ و و ی 
را تشکیل می‌دهیم ومقادبرمخصوص پارامترراکه به ازای آ نها هريك از 
این عبارات تفییرعلامت می‌دهد حساب می‌کنيم . این مقادیردا به‌ترتیب 


صعودی در يكث جدول می و سیم و در فاصله 3 هر دو مقدار مخصوص 


, ط ۱ اس 
متوالی علامت ۸ و - و -- رامعین می‌کنیم وسپس طبق شمارهٌ قبل 


هه د 


|۱2 


۳ 


(بادآوری) وجود و علامت ر شه‌ها را در هر فاصله مشخص می‌کنیم 
تبصر 6 ام اگر مانند مستله ۱ فقط منظور بحث در وجود ر بشه‌ها 
باشد »کافی است که فقط علامت ۵۸ را دز ازای مقادیر مختلف بارامتر 
تبصرة ۳- اکر مانند مسئلة ۲ بخواهيم مقادیری از پاراهتر را 
که به‌ازای آ نپا معادله دارای دو ریشةٌ مختلفالعلامه است معین کنيم » 
کافی است که فقط علامت سب را تعیین کنيم . 


دقت کنید | چنانکه درحدول اخبر می‌بیشد » در مقابل اندازه 
۲-۲۳ (که به ازای آن ۵ برابر صفر می‌شود) نوشته شده است «معاد له 
دارای يك ریشهٌ ۲-است » ؛ زیرا اگر در معادلهٌ درجه دوم مفروض 
به حای 2 عدد ۲ را فرار دهیم ۰ آن معادله به ممادلهٌ درجه اول 
هد ۲۱-۴ تبدیل می‌شود که ره آن همان ۷ است . از طرف 
۱ درجدول نوشته شده است‌که در این حال حاصل ضرب دو رشه 
مه است ؛ بنابراین می‌توان گفت که این معادلة درجه اول » با ممادله 
درجه دوم هد ۲6۴ او کر ه دارای دو ریشه » یکی ۷-- ودیگری 


و است . 


بطورکلی می‌توان ثابت کرد که وفتی ضربپ جملة درجه دوم » 
در بك معادلهٌ پارامتری درجهٌ دوم ؛ رفته رفته به سمت صفر عىل‌کند » 
فدر مطلق یکی از ریشه‌های معادله کم‌کم بزرگگ می‌شود ۰ و وقتی که 
ضر ب حمله درحهُ دوم صفر شد » آن رشه 60 می‌شود . اینك اثبات 


این مطلب : 71 


2 


فرض می‌کنیم که ضراب 8 ۰ظ و 6 از معادله درجه دوم 
ه م رو سل جع تایمپای بنوسته‌ای از بارامتر ظ (با بارامترهایی) 
باشند و در ازای ,م3 ضریب ۳ یعنی 8 صفر شود . بنابراین 
اگر ط و 6 در ازای ,<< 0۵ برایر او و اي باشند ‏ معادل درحهُ 
دوم به صورت معادلهٌ درحهٌ اول ه صد م۱۲ در می| بدکه رشه آن 
می‌باشه ( به شرط آنکه ۱ظ نیز صفر نباشد) ۰ حال گوییم که 
هنگامی که ۳0 رفته رفته به رفظ نزديك می‌شود ۰ 8 به سوی صفر و 
به سوی "[ » و 6 به سوی "6 منل می‌کنند و ۲-۴86 به سوی""ظ 
که مشت است مبل خواهد کرد ؛ لذا معادله ؛ دو رشه خواهد داشت که 


به فرض منت بودن ظ » یکی از نبا : 


۱ 


و هه ای ی ب نی قدر مطلق رشه ,۲ بی‌اندازه بزر کک 
: ۳ وا )ای < دوس ان ۳ ۰۱ ای نب 
‌ ح 

خواهد شد و ر دشه دیگر : 


6 - اط ۷7 سب 
:, 


۲ 


"و سك وت 


۱ ۱ [ه ِ_ ۳ 
یه صورت ۰ تعبی بصورت + سدرمی | ید که برأی رقم 


ابپام [ می‌توان چنین عمل کرد : 


2 ۷ 2 


سس سس 
و او 1 (موم- ۲و۷ ط - )۲۵ 


9 


ه 
۱۴992( 


یر 


ومی بینیم که ۳1 هوجو و واجس‌ط و وجسی » مقدار » 
۳ 
برایر ۳ می‌شود که همان اندازه‌ای است که از شقا دزد 0 امد وا 


سر 


بدست می | دد ۲ 


اما ا فرط (ضررب ۶ ) نز به ازای ,۲0 > 10 صفر شود 0 
0 صفر باشد) ؛ قدر مطلق هر در ر دشه بی|ندازه بزر گ خو هد شب > 


زبراکه دز 1 حال » دور شه معاد له هردژ د‌صورت ۳ اون هر نکن 
و معادله در حه دوم به صورت ۵ عح 6 سر نزن سلاو لا ن دزهی | دد که 
همتنع است . 

و | گرهرسه ضرب ( 6 ۰ظ و و ) به اژای ,۲0 < 10 صفرشو ند؛ 
معادله درحه دوم به صورت ه ع< ه سل عز ۷( و سل ایو لاه درمی | بد که 
کلب اعداد می‌توانند ریشهٌ آن باشند . مثلا در معادلةٌ بارامتری : 

 ۱( 6 ۷ ۱(۲۰ ۵ ۰‏ مه  )۲‏ ع(۱ ۲ ۱()۵ ور ۲) 
به ازای 9-۱ فقط ه صفر می‌شود ؛ بنابراین قدر مطلق یکی 
از دو ر شه مءادله ‏ است . 

و ره ازای--.- ۲۸۰ هم ۵ و هم و صفرمی‌شو ند ! بنا براین قدر 
مطلق هر دو رشه معادله مه است . 

و به ازای ۱-- << 0۵ هم ۵ و «مو و هم ی صفر می‌شوند ؛ 
بنبراین معادله ریشه‌های پیشمار دارد . 
لمر ,ین 
-٩‏ تعیین‌کنیدکه به اذای چه مقادیر ووو مريك از ممادله‌مای در جةٌ دوم 


دیشه دارد : 


۳ 


ان 
۳ 1 س۱۲۵-_ 
۱ : یا و بت و وچ ۴ سل و (۳- 6 ۲ )۲ 9۲ 0۵ 
۱ هس ۱ ۱ : 
۱ مینیب تا ۵ مت ۳ بح ووزن ۱ و( ست وزط ۱۷) سل و۳ زو ) 
ٍِِ هد ۱ - 10 -- ا ِ ۴ پا هد (ه ال جوز ۷) مت ۲( ۷ 9۵ ۱۳) - یو (۱- 0و۲ ) 
7 ۵ جح ۲۱-۴۹ ۳-۲۴ ۷ 170 لام اولا" پادامتر ۲ درجه حدودی باید تغییر کند تا هر يك از دوممادله؛ 
ود هس ۱ »و (۲ سل جوز ۳) -- ۲ عو(۱ 4 مور ۱۱۵۲-۱-۳ ۳) ۱ ۲ ۲ 
ی ِ ه ۱ ۲۲ سل و۱ سب ۱۷-۳۷۲ - 4 
۵ - ۵ حد جح ((] سرت 5 حه 
کِِ ۳ و ست ۵ ۲ سل ۲ ۲ > ۰ 
و - ه ح< ۲ ووو ع( ۳‏ جع( 19-۱ ) ۱ ۵ تک 


جواب داشته باشد . ثانیاً اگی 7 دا مجهول د ۶ دا یادامتر بگیریم ؛ در 


۳ ده ازای جه مقادیر ۹ هر يك از معادلات در دادای دو رديشه ۱ حه حدود می‌تو اند تغیمر گکند ۳ هر يك از ممادلات فوق ر یه داخته باشند ؟ 


مختلفالعلامه است : ۱ 
۱ _ ۱ ِ 
الف - ۱ ۳۶۱۲ - ۲ >[  [[‏ مقاسه يك عدد با ر شه‌ها 
باب سه ۴ -- 1۲( ون -- ۲ 16 
. هت 1۲-1-۲۲ ۲ و(۱-( ۲ ع[) ۵ - در صود ی که مفاد ل؟ درجه دوم ه <0۵ مرو دارای دو 
دٍ-_ م۷ 6  ۲۲‏ بد(۲ + عا۵ - ۳1۲) رپ ار و ۳ باشد » منظور از مقایس؟ا عدد مفروضی مانند 2 بار بثه‌های 
۳ به ازای ممادیر مختلف پادامتر در وجود و علامت دیشه‌ها کی هر يك این معادله ۰ این است که ددوت حل معاد له وضع 0 ر! سنت به دو ر شه 
ار «عادلات ذیر بحث کنید ! تفیی نکنیم » بعنی سینیي که :0 از ردو ر بشه دز د گدر 0 دين ده رشه « از 
اف - » ع< ۵ - 9۵ ۳ - ۲ (1-۱- )۲ هردو زیشه کوچکتر است . 
نب -_ » << ( 1-۳ وج ) - و(۳ -- و1 ) ع ۲( 1-۱ 00 ) جنانکه می‌دانیم علاهت سه حمله‌ای و ۲ وه -< (ع<)] 
۳ نت ( 2-۱ ۲0 ۲) ۲ نت یو 6 مت (۱ 1 حور ) ۳ مت ۳« ۱ ۳ ۱ 
ده همه ۳ 5 ست ده ۷ 
د-_ هک ( ۱ و ۳۲ > (۲ -- «۵1۵) ۲-- ۲و( ۲ - وور۳) ات دیر »ر موافق علاعت 8 به ازای مقادیر سن 
۵ ه سح ( 9 سل رون )۲-۶ (۳ -- 1۵ ٩۲-۴)‏ دو رشه‌که در این صورت علامت سه حمله‌ای مخالف علامت و است . 
و - هت ۱۲ زو 4 ۲ دورو سل و( ۰-۱ )۲۲۲-۲ ۲ 
شاه اه ماع تن م. با و ها ناه( < 
رب ۵ ۵0-۸ ۲-۱ وو ۲ 6( ۲ )۲ و ۱ ۲ ۰ و ۹ 
ج- ۰ ط(۸ ۶۵ )۲-۲ (۶ + ۵5۵ - احطظ) ه حدم 4 و ۲ »رو عد (ع<) ۶ 
هت ۱۲ جوز ۲-۷ 110 
3 هد ۱8 ووز ۵ ۱ سا هو( و ۵) ۲ (۱- ور مقدار (1)۵ بعنی ۵ ۲و[ 80۲ را حسات می‌کنیم . سه حاات ممکن 
جح ؟ 
۳7 سپ ۲ و۳ است اتفاق افتد : ۱ 2 


۱ ۲-۳۳ 


ی ۳ 


اولا - ۰ع<(6)9 ؛ ین » یکی ار شه‌های معادلهٌ بفروض‌است. 
ثافیاً -علامت (8)0 مخالف علامت و است » یعنی 3۶)0(>۰ . 
دد ادن صورت معاد له مفروض دارای دو ر دشة متمأیز یاو ( اک عا) 
است و » بین آن دو دیشه می‌باشد » بعنی : 
ک ۷ 

الا - علامت ()2 موافق علامت ‏ است » یعنی ۵8)(<<۰ . 
پس اگر ۸<۰ باشد » معادلهٌ مفروض دارای دو رشه "او ۳( >) 
است و ۵ خارج دو دیشه می‌باشد و سبت به ریشه‌ها یکی از دو وضع 
زیر را دارد : 

با که بان > >۱۳۱ 

برای اینکه پبینيم که کداميك از دو وضع را دارد (یعنی با از 
هر در ریشه بزرکتر است با از هر دو ریشه‌کوچکتر) »کافی است که عدد 
» را با بکی از اعداد بین دو ریشه مقاسه کنیم . اما می‌دانيم که نصف 
مجموع دو ریشه » بعنی ؛ 
ط .. د 1 


۱ ۱ ظ 
ِِ- دو رشه سم وه ۳ 


مقایسه می کنیم : 


جنانجه داشنه شیم : - حدم با : محس+ ۵ » ۵0 از هر دژ 


زر بشه ۳-9 ۱ سمی : 
> 
را ظ 1 ۲ 
و چنانجه داشته پاشیم ۰ اک +4 . ۵ ار هر دور شه 
وت 4 تعنی : 


0۰۹ 


|۱2 


بت 


توجه کنید ] در حالت اخیر (ثالثا) اگر عددی را بشناسم که 
بسن دو رشه باشد » کافی است # را (به حای مقادسه با صف مجموع 
دو ریشه) با آن عدد مقايسه‌کنيم » تیجه یکی خواهد بود. 

اگر »۸-2 باشد » تعیین وضم آن تست به ریشه‌ها در حقیقت 
تعسن علامت ر شه‌ه‌ای معادله است . 

بطور خلاصه » رضم يكث عدد » مانند ۵ را نسبت به ریشه‌های 


ح 1 درحه دوم 9 ۹ از روع) حدول ز بر 


هی‌توأن فهمید : 
به شرط : معلوم می‌شود که : 
ه د (8])0 ۵ دش معادله است , 
981)0(>۰ معأدله دوریشه دادد وه بین [ نهاست. 
٩‏ 
ه <ر (0) 91 مان وه دار . 
> ۸۵ 
ه <ر (.81)0 ۱ معاد له دو ر رشه دارد و 6 از هر‌دو 
تِِ دیقه بزدکشی است . 
و وس ۱ > > 
7 
ه <م (0) 8 
ِ معادله دو رشه دارد و ۵ از هر دو 
طّ ریشه‌کوجکش است . 
هک ۳ 


مثال ِ.- برای مقا سف عد »۱ ی ر دشه‌های دعاه اه وی 5 
چنین عمل می‌کنیم : 
۲سا( ۱۰-۰۷ (۵)۱ 7/4 


و 


بنا یراین معادلةٌ فوق دارای دورشه است و عدد ۱مابین دودیشه 
فرار دارد . 

مشال ؟- مقا سه عدد ۳.- بار دشه‌های‌معاد له چت ۲ ۷ مس بر ۲. 
حون : 

ه جر ۴۱ < ۲ عد (۳۲-- )81 
و ۸۵ ثبز مشست است » این معادله دارای دو ریشه است و ۲-- خارج 
| لپاست » وچون : 
۳۰ هب 2 
۳ ۳8 

عدد ۳- از هر دو زر شه‌کوچکتر است. 

مغال ۳ مقا سه عدد ۶ با زر شه‌های معاوله ه سح 6 ولو بت اور 


جون اولا ۴ (9))۶ ‌ تا ۵ در ۵ ‌ تاه ۳ سب و ً 
مد ۶ از هر دو رشة این معادله بزر کتر است ۱ 

مثال لس هقا سه عدد ۲ با ر شه‌های مراد له ه -- ۳ چو۷ لآ یز , 
چون - منفی است » این معادله دارای دو ر شه محتلف] لملامه ات9 
جون ۰ < ۱۴-<(۵8)۲ » ۲ خارج دو ربشه می‌باشد و چون آن را با 
صفر که می‌دانیم ببن این دو رشه است (جرا ؟) مقاسه کنیم» له 
می‌گیربم که ۲ از هر دو ریشه بزرکتر است . 

_ِ دون تشکل دادن هسین 4 می‌توان تحقیق کرد که مماد له‌ای 
به شکل : 

» عد اج سب (0 -- )(2 - ) عد (ع)۴ 

| ما نند معارلةٌ ه ۵ - (۳/۵()1-۲+عد) | دارای ذو ریشه متمایز 


ی 
۹ 


ری 


است » زیرا فوراً ملاحظه می‌کنيم که اع- عد (۵8)2 » یعنی منفی 
است . بس معادله ؛ دور شه متمایزدارد که ۰ (همچنین 8) تا تیاس 

۷ از نچه‌گذشت و بخصوص ملاحظهٌ جدول شمارء ۵ » طر بقه 
مقا دسه يك عدد 4 با ر شه‌های ما معادله درحه دوم بارآهتری چنین 
نذست میا دد " 

الف - عبار تهای ۵ 5 (2))0 كِ را تشکیل می‌دهيم . 

ب - مقادیر مخصوص بادامتردا که ۵ ازای آنها هر يك از این 
عبار ات تفییر عامت می‌د‌هند , <ساب می کنیم . 

ج -. این مقادیر درا به ترتیب صعودی در يك جدول می‌تویسيم . 

دب در فاصلا بين هر دو هقداد مخصوص متوالی با 
و هي رامین مي‌کنيم و از دویآن وضع عده 6 دا در 
ظر يك از این قو اصل نست 4 رز دشه‌ها مشخص می کنیم . 

مثال ماد له ها ع و(۲ اس ووو) ۹۲۲ (۱ + و ) ع< (() ۴ 
مفروض است . به ازای مقادیر مختلف ۲۵ ۰ عدد ۳ را با رشه‌های ّ 
هقا سه کشت , 

حل - داریم : 

مرس آ وور -- ( ۴0۵-۱ ۲(۲ - وور) عت ا 


[۴ ۲ وی) 4-۱-۶ ۱(]۵/)5۵ ۴ 0۵) < (81)۳ 


(۵ ۲ 0۰1 ۱()۳ 4 00 ) ع< 
۸ سل ۲ ۳ طِ 
۳۳ 


1 
و (۲)۳و بازای ‏ اس ح وور. و - ور 
ط ۵ 
3 ۲۹ بهاناق: ۳9 ٩‏ اس بت و 


تعبیر علامت می‌دهند . این مقادبر مخصوص رآ به ثر تیب صعودی در 
جدو لی می‌بر یم و درفواصلی که بدست می| بد با تعیین علامت ۵ و (2۶)۳ 
9 ِ 


فرض کنیم و جدو لی ده صورت بر خواهیم فاگ 


بیج میک ۳ 
نتیجه +۳ (۵6)۳  .‏ ۵۸ ۱ 9 
وک که 6« ۳1 
۳ مت > 
و کرک « 
از ط 
> و سک او ال وا 
ثكث><ِ«<« ۰ 
بر یمه صح و و یگری مس سوم نس 
وک 6 سل 
۳ج 2 تست بسح 
ممادله ر دشه تدارد ساب 
۳ 2 اس 
۲ک کی | چ 


|۱2 


2 
تمر.بن 
ام عدد سب را با ریشه‌های معادله‌های زیر مقاسه‌کنید : 
الفت. ...هت ۳ و -- ۲ 6 بات سح ۵ > ۲۱۲۲-۱۲ 
هد ۱۷ و۱ و۳ دت ۵۲-۱۵-۱۱ 
۲ هريك از عددهای ۰۳ ۰۱ ۲ , ه و ۳.- رابا دیشه‌های هريك 
ازمعادلات زیرمتایسه و بالنتیجه وضم دیشه‌های هريك از معادلات دانسبت 
به پنج عدد فوق معین کنید : 
الفب.-. ‏ ه -- ه۲-- ۲-۲۶ بات هت ۵ ۲۲-۳ 
ه ح ۲ دوز سل و۳ سب د- ه 2 ۱ ۲۱۲۲-۵6 
« ۳ به‌ازای مقادیر مختلف جو , ریشه‌های هر معادله را با عددی که 
دز مقابل آن است مقاسه‌کنین : 


اف ب ه < ۲ جوز بو ( ۳ ۲۲۵۰۲) -ت ۲ جر با عدد ۳ 
یاب ۷ 4 روز سل و (6 سل جوز ) سل ۲ و ۲ 
جچُ- و ۳ سل وور ۷( ۲ ۰۷ ۳۵) ۲ -- ۲ج 13 6 ۳ سب 
_ ه -< ۳ -- جوز ۴( >( ۲ -- موز ۳) ۲ ۳ > 00 4 ۱ 
۵ - ه» 2 0 ۲ سل و( ۲ جوز )۲ - ۲ ز(۱ 4 1۱ ) 6 سس 
و ۵ مج ۲ سس جوز و( ۱ ۲)۳0۵ - ۲ع۳(۱ )6 سب 


لب به‌ازای جه مقادیر جر , عدد ۳ بین دیشه‌های یکی از معادله‌های 


دور است : 
الفب س 1-۱-۲ ۱9 ) -- ۲و۴ 
بب ه -- ور -|- ۵ - ۲ ۸0۵ سب ؟ »روط ۲ 


مه اگر درمعادلهٌ درجه دوم ه < (ع)] به جای ‏ عدد ۵ بگذادیه 
چه وقت از روی علامت (۶)۵ خواهید گفت‌که معادله حثماً ریشه دارد ؛ ثا بت 
کنید که هر يك از معادله‌های ذیر دارای دیشه است : 
7/6 


۱۳۶ 
الف- ه جح ۵ (۳ س بز)(۱ حت و) 
لستانن ه <- آم -- ( - ر)(ج - >) 
۳ وا ۵ پوس ( نس بو( 94-۲ 
۳ سه (۵ -- ۲()۲ - بو) س]-(۴ سس کر) (۱- ا) 


 1[[‏ مقابس دو عدد با ر بشه‌ها 


قضیه - شرط لازم وکفی برای آنکه یکی از ریشه‌های 
معادله درجه دوم : ه حدم ۲ قاط 58۲ (2)] » بین دو عدد 4 و ۶ 
(8>) باشد » این است که داشته باشیم : 8(>۰)؟.(۶)0 

برهان -زیرا با فرش "> » وضم »و 2 با ریشه‌ها بدیکی 
از دو صورت زیر خواهد بود : 

«۹ 

با : >>> 
در صورت اول‌دار یم : ۵1)2(>۰ و ۰<ر(8100 » 
و در صورت دوم دارم ؛ 2)0(>۰ و ۰ <(2) ۶ 

س درهردوصورت 8)9(۰۴)0(>۰ "۵ و چون "۵ مشت است » 
نتیجه می‌گیرریم که >(8)»(.1)8و بعکس اگر (۰۶)8(»)؟ منفی 
باشد » یکی از دو عدد » و 8 بین دو رشه و دیگری خارج دو د.شه 


هه 


2 و05( 


5 


۱۳۷ 


٩‏ راه مقاسه ده عدد ۵ و 8 با ریشه‌های يك معادلة درجهٌ دوم 
از حل مسئلة زیر معلوم می‌شود . ۱ 
۳ ِِ«‌_« 1 
مستثله - برحسب مقادبر مختلفه ۵ اعداد ۲ و ۳ را : 
ر یشه‌های معادلهٌ زیر مقا سه‌کنید : 
سل رو ۲-۲ >و(۱ -- 122) 
حل - بیتر آن است‌که هريك از دوعدد ۲ و را با ر یشه‌ها 
مقااسه‌کنیم و نتسه را در كت حدول بنوسیم . 
برای این منظور (برطیق شمارة ۷ همنن فصل) ۱ ۸ و (۲-)]32 
ِ 1 مت هر لك 
۹۹ و (۵])۳ و ۳ را شکل می‌دهیم و علامت هر : 
را تعبین می‌کنيم و نتیجه را در جدولی چنین می‌نوسیم : 
و آ هو سب وج - ۲ اوعد ۵ 


(۳ -- ووری) (۱ - فطط) << (۲ -- )81 


زا ۱۳ ِ 00 
۱-- 111 ۱ سس 171 ِ 
(۸ سب وی ۱()۳- ۱9۵ ) ع (91)۳ 

۲8 117 - 172 


/ّ 


۱ 
77۳ 
نثبجه ۳(۳) 04 بو ۲ )۵2 ۵۸ | 8 
ت_ 1 | 6۵ مس 
> + ۲ + تن ۳ | ۳ 
دک تا 5 
تا لا سس ٩‏ ۳۲ 
مم تا 
+ اج + ۳ "۳ 
يكث ریشه ها ومتات هسسوم اس و سس اس | ۱ 
و ت 
سل | مت با ز ۲ 
2۳ ور > ۲ حداس.- تما او ِِ 
ببس دس اس | | ِ ۳ 2 ۱ 
مه 4 


نمرین 
: اس تفت کنتخ مه ازای جه مقأدیر ۳0 هر يلث از ماد ژه‌های زیر دراگ 


پلث ر بشه و اقم بین اعداد 4-۲ و ۴ می‌باشد : 


الف و ۷-۱ (۱ - 0۵ ) - جا 

سب ۱ 100 یلا۳ -- ؟ ج ۲1۵ 

چا هس و۲ آمرز ۱ مور) 

5 ۵ ده ۲2۱-۵ و ۲ سل 1026 ۲ ؟ ور 


۲ بدون تشکیل دادن‌مبین» به وسیله مقایسة دیشه‌ها با دوعدد» ثا بت 


|۱2 


۱۳۹ 


کندکه مريك اذ معادله‌های ذیر دادای دو دیشه می‌باشد : 
الق هت( جوا( جد) 
نت و سب( آ )یز سل (۴ ۳ ج)عا 
ی 

4 ل,, دیشه‌هاک معاد!ه‌های ذیر دا به ازای مقادیر مختلف پادامتر پادو 
عدد ۱ و ۳ مقأیسه کنید. : 
الف.. مس ۱ و۲ ۳ و 
ق نس - وورع بر (۲ -- جوز ۲)۳ 1" > 100 


۱ ۲ 
چ- و ۱ ور ۲ یو( )۱ ۱ 


از عددهای --٩‏ و ۲ مي با شند: 
سب ۲ سس وور ۴‏ و ورو - ۲ پر( ۳ - 102) 


۵ب بهازای جه متأدیر 0 عدد ۳ دا خلد بشه‌ها و عدد ۷۲ کوچکتر 


از ر یقه‌های معادلة: وس و وور ۲ ۲ ۶ر(۱ -- ۳2) می‌باشد . 
م۱ به ازای حه متادیر مور دیشه‌های معا دله ز س مخصو در بن ۱-- و 


حت است : 


مت ۳ ووز ۲ سل بو( ۱ ووو )سا 
بای به ازای چه مقادیی 121 دد عدد ۳ و ۱ بزر لش از ریقه‌های این 
معادله می‌باشند : وا و (۳ - جوا ) ۲ -- ۲ >( 122 


#ت بهازای‌جه مقاددر 1۲7 ریده‌های معادلهٌ ذیر بور گتراذ ۱ و ٩‏ 


می‌باشند : و سد رو بل »روز ۲ - ۲ بو (۱- 12) 


/8 


2 


۷ - بعث در وچود و علامت ریشه‌های ممادلهٌ درجه دو) 

بار آمتری و ماس امداد با ریشه‌ها به گمك نمو دار 

۰ع- اثر ضریبهای يك معادلهةٌ درجه دوم پارامتری » نسبت به 
بارامیّر از درحه اول باشند (بطور کلی وقتی که سموأن معاد له را به سب 
بارامتر حل کرد) ۳ می‌تو ان بسحث در وحود و علامت ر یشه‌های معاد له و 
همچئنن مقاسه اعداد با ر شه‌ها را به گمكث نمودار به طر سق صپلتر عغ 
انجام داد . چند مثال زبر طرز عمل را روشن می‌کند : 

مثال ٍ.- می‌خواهیم وف از ای مقاد در مختلف 1 ؛ در حجود و 
علامت ر شه‌های معاد له ۳ بحث کنیم : 

نج ۶ وان سا بر (۳ - ها  ۲)۲‏ و (۲ سس موز)... (۱) 
اند باراهتر ۳001 را برحسب * از این معاد له ولست می آور.م : 


هر و ۳ ۱۳ 
یرآ ۸ ...۰ (۲) 
حال اگر منحنی تمایش تغییرات تابم : 


#۲ ما ۳5 
۵ سل و وا" )۳( 


را رس‌کنيم ۰ می‌توان گفت که ریشه‌های معادله درجه دوم (۱) با (۲) » 
طولهای نقاط برخورد خط 19 و و منحتی نه‌ایش تغبیرات تابع (۳) 
می‌باشند . بنابراین از روی منحنی می‌توان باًسانی گفت که به ازای 
چه مقادیری از 0 این خط منحنی را قطم می‌کند باقطع ۵ ای 
آن مماس است » بعنی به ازای چجه مقادیر ح9 معادلةً (۱) دارای دو 


رشه است » با ر شه ندارد با ر بشه مصاعف دارد ؛ و غلاوه براین » در 


ر 
۱۱02(| 
( ند 
موفعی که خط منحنی را فطم می کند ریشه‌ها چه عالامت دارند . حدول 
تفیرات تابم ( )خسن است:: 


مه + ات ۳« و ۱ 


مینیمم ماکزیمم ۱ 
ومنحنی نمایش تفییرات آن در زیر رسم شده است . 
چنانکه از روی شکل. می‌بینيم : 
به ازای ۱>هه خط حو و منحنی را قطم نمی‌کند » یعنی 
معادلهٌ (۱) دارای رشه نست . 
به‌از ای 9-۱ خط ۲-0 برمنحنی مماس است ؛ ععنی معاد له 
دارای رشهٌ مساعف برابر ۱-- است (طول نقطه مینیمم) . 


یت یی تین ح تا با تا و ام هم ی ,۳ ه 
۱۳ 
‌ 
‌ 
۰ و 
۳۹ 


9 


۱ ۱ج 


۱ 2 
ب4 ازای > ۵ > ۱ خط 0 << ۷ منحنی را در دو نقطه ۳ 
طرف چپ محور ها فطع می‌کند » بعنی معادله دارای دو رشه هنفی 


ات . 


۰ ۲ ۱ ِ 
به ار ای م - 0 خط ۲ ع< 7 منحنی را در دو نقطه فطم می کند 


که یکی از آ نیا رو ی محور ۲هاست ؛ دعنیی ماد له دارای دو رز شه ی 


که یکی برابر صفر و دیگری منقی است . 

به ازای ۷ دورس 7 خط ی نا ور مه ورد 
طرف محور ها فطع می کند , عنی معادله دارای دو رشه مختلف - 
العلامه است . 

به آژای ۲ حط خط ط۲ عت ۲ منحنی را در پات و ىك تقطه 
چپ محور ها قطم می‌کند » بعنی یکی از «شه‌ها عه و رش دیگر 
منفی است . 

به ازای ۲>5۵>۳ خط حرع ۷ منحنی را در دو نقطه ؛ در 
طرف چپ محور ها فطم می‌کند »۰ یعنی معادله دارای دو رش 
منفی است . 

به‌ازای ۲ 10 خط 1 ۷ برمنحنی مماس است » ععنی معادله 
دارای ررشه مضاعف پراپر۳- است (طول تفه ماکز بم) : 

به از ای ۳< 9 خط طاع< ۲ منحنی را فطم لمی کند » یعنی 
معادله دارای رشه نست . 

در وجود و علامت ریشه‌های این معادله ۰ قبلا نیز بحث‌کرده 
بودیم ره ۳ ارقیاه2 ۲همین فصل) . سند که یا بح بدست | هده 
از ین دو راه یکی است ؟ 


06 1952 
۱ 


م2 


1 
۲ 
1 


مثال ۳ می‌خواهیم اعداد سب و ۳ را با ر شد‌های معاد له ز بر 
برحسب مقاد بر میختلف ۲۵ هفا سه‌کنيم : 
و سل 0 ۲ و( ۱ 9 ) )۱ 


ایندا بارامتر 111 رایرهسب از 9 معا له دلب سس میآ ورد : 


۲ 
۱ ۲-۶ «_ِِ 
بجال ای او من نمایش تفیبرات تابع ؛ 
۳ 
۲ سر 
و انیا دو خط (۵) و (0) را به معادلات ۲- یو و ۳ یو 
(دو عددی‌که ر شه‌ها را می‌خواهيم با نها مقایسه‌کنیم) و ار 
مختصات رسم کنیم » بآسانی از روی شکل دیده خواهد شدکه وقتی که 
خط 0 و به آزای مقادیر مختلف ۲ منحنی د؛ فطع می کند » 
طول نقاط برخورد (رشه‌های معادلةٌ ۱) نست به دو عدد ۷ و ۳ چه 


59 ۲ 2 


وضعی دار ند . 


جدول تغییرات تایع (۲) چنین است : 


تا تفت 
-۱۴۴- ات : -۱۴۵- 
و از انجا منحنی نماش تغییرات تابع و دو خط ۲ -- ح بر و ۱ طرف چب خط (۵) و دییگری پین (0) و (۵) فعلم می‌کند »۰ عنی 
۳ دز به این شکل است : ۲ ۰ > . 
۱ ‌ ۱ به اژای 202۱ خط 9۵ و منحنی را در نقطه سنپات دور 
(۵) | ۲۱ و در نقطهٌ دیگری بن (10) و (۵) فطع می‌کند » یعنی قدرمطلق يك 
۱ (م ) رش معادله ات وت و ۲ یت 
‌ِ ۱ به از ای >> ۱ بخط ۲۰ < ۷ منحنی را در دو نقطه ؛ ك 
۱ ۱ طرف راست خط (10) و دنگری بین (۵) و ((1) فطع می‌کند » بعنی 
۱۳90 ت ‏ مک 
0 ۱ ۳ ۱ ۱ به ازای 2- 5۵ خط ع 9 منحنی را در دو نقطه ؛ یکی 
روی خط () و دیگری بین (۵) و (0) فطع می‌کند ۰ یعنی 
ِِ ۱ تک . 
۱ ۲ ۱ به ازای 2 << مه خط هس و منحنی را در دو نقطه » بين ((1) 
ا ۱ ۱ و (۸) قطم می‌کند ۰ نی ۲ کوک ۲ . 
۷ اعداد ۲ - و۳ را » فلا نیز با رشه‌های ادن معادله مقا سه‌کرده 
چنانکه از روی شکل می‌بینی : ۱ بودیم (شماره ٩‏ ؛ مسئله » همین فصل) . بپینیدکه با نتيجهٌ بدستآهده 
زای که خط هساو منحنی را در دد نط رقم ی از این دوراه یکی است ؟ 
((1) و (۵) فطع می کند ب نی > اک >۲-. لمر.ین 
٩ ۱‏ بهازای مقادیرمختلف 9 در وجود وعلامت دیشه‌های این ممادلات 
به ازای -- هط خط حووح و منحنی را در دو نقطه » یکی روی ۱ به وسیلةٌ رسم منحنی بحث‌کنید ؛ 
۸ و بن((1) و (۵) قطم می‌کند» نی ۲ که که وس ۷ مس . ۰ ۱ | لف- ه سد ۵ روز ۳ 10۵-۱ )۲-۲ 
۳ ه جح (۳ 1 1) و( ۳ مت ووز ) س ابو( ۱- م0 ) 


۱ ۳ یی اه - 
به اژای >> - خط 10 ل منحئی را دردو نقطه » یکی ج‌ِ_ (۱- ۲1۵۱ ۲ هب۴ (۱ و 


و 
۷ 


۳ به ازذای مقادیر تلف باد امتر ریشه‌های معادله‌های زس ۳ ۳ 
آعداد ۱ 9 ۳ بو سیله ر سم مفحنی ما بسه کنید : 


الف - هس ۱ سل رو ۲ سا مر و0 ۲۳ ۲>و(۱ + جوا ) 
۳ ۳ سس (وز ۴ ل هز(۲ م- ۳۵۵ )۲ ۲ عز 100 
0 ه 2 ۱ موز ۲ و( ۲ 4 ۲)0۱ ت آبر(۳ - 100 ) 


ی ۳ ر بثه‌های معاد(ههای زیر را بااعداد مب و ۲ معانه ننق و شیجه 
مقایسه دا به‌وسیلة دسم مذحنی تحقیق کنید : 


رز الف ه ‏ (0 ۴ آ رز ۲ ۲0 -- ۲ 
یه : ه ‏ ۴6 ]۲100 آ یز (۱ست جوز ) 
س جد ۳ (۱-- 12 ) 36 ۲00 
3 هد 1۲0 ۲ نت ۱ 10 ۲ مت ۲ بو( مور سل ۱) 
۲-۲ »و , 
۴ تسابع ۱۰ داده می‌شود ۲ او ۷ جدول تفییر ات و 


منحنی نمایش آن را دسم کنید ۱ تا نیا از روی آن در وجود وعلامت دیشه‌های 
ممادلةٌ ه سد ۲ - وور ۲ رورس آپو(۱- 1) بحث‌کنید . ثالثا به ازای 
مقادیر‌مختلف ویو دو عدد ۱ وود را با دیشه‌های این ممادلهٌ درجه دوم 
۴ »۳ +۲ 
٩ ۲-۳‏ 
و منحنی نمایش آن راد سم کنید. ب ‏ در تقاط تفاطم حخط ود سد ۲ با منحنی 
نمایش تغییرات این تابع » بررحسب مفّادیر مختلف 100 بحث کنید . ج -اگر 
این خط منحنی را در دو نقطهٌ ]1۷ و ۳ قطم کند » معادله‌ای بر‌حسب مقداد 
00 بقسمی تعیین کنید که ۷10 قائمه شود . 


ت- 
ِ تابع 9-۳ در دست است اولا جدول تفییرات و 


۵ مس تابم ۷ مفروض است. الف - جدول تفییرات 


همنحنی نمایش تغییرات آن را دسم کنید. انیا در زقاط بر خورد حط 07 << ۲ ۳ 
منحنی نما یش تفییرات تا بع بررحسب مقاد یرمختلف هط بحث‌کنید . ثا لا ممادل 


كت 


5 
۱۵2 


3 


۳ 


درجهٌ دوم پادامتری بدست آوریدکه بحث نقاط برخودد (ئانباً) همان بحث 
در وجود وعلامت دیشه‌های آن باشد . راما ووو دا یفسمی تعیین کنیدکه اگر 
خط رز عد ۲منحنی را در دونقطة 2۷ و ۷ قطع کند , طول نقطهٌ وسط باده- 
خط ]۷[ برابر ۳ شود . 


۷ اولا جدول ومد تما یه ات ۲ ۳۳۳۳ را رد سم 
ی ۳ ۰ ۳( یر) 


کنید . ثاثاً هر در چه‌فاصله‌ای تثییرکنه تا آنکه خط و بو منحنی 

نسایش تفییرات تابم فوق را دد دو نقطه فطم کند . ژا لیا ریشه‌های ممادله 

کدی ۱۳۳۳ | با دو عدد ۲ و -- بر حسب مقاد؛ ۳ 

مقّاسه کنید . 1 
۳ (۸۰) سیر تحص > نع اد سس 
هر 


۳  )ز‎ 


۳ 7 19 7 156 


2 4 


0 ِِِ 
۳ را کت 
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ظر سم رز ۳ ۲ ۱ ِ ِ 
سر را # 1 سار ۳ سک 7 کم ل رس «وو موم 
مر ۷ ین ور از 


م ۵ ۵ 
فصل ی 
تصین هد ریشه‌های معادلة درجة سوم واندازة تقریبی آنبا 
4 مك سم هعحعنی و سحعث در معاأدله 


ٍِ- معادله درج سوم‌کامل ن هر معاد له درحه سوم کامل ؛ در 
ه ‏ 0 وم 1 رو[ ۲-1 ره )۱ 
ط 
همواره می‌توان باا نتخاب مجپول کمکی مانند مس چظر -< بر : 
حملة درجه دژم معادله درحه سوم کامل را از بسن برد و آن را به این 
ی 
ه 2 و 06 ۲ 2۲ ۲( 
ز براکه ۳1 در معاد له )۱( به حای مقدار 2 16 وا قرار 


دهیم خواهیم هت 
و زاس رام 
۳8 ۳8 ۳8 
بس از اختصار چنین می‌شود : 
۵ ۷ سس 96 -- و[ ۲ 


جح 
۳۷8 


4 .2 1 
که اگر ضرت ۶ رام و مقدار معلوم را مک معاد له 
شلف ور : (۲) زا فده است.: 


۱ س ی 1 
۳۲ ح 
تن 


رمث (/ ۲ 


توجه کنبد ! در معادله درحهُ سومی که به ین صو رت ۶ 
ه سح ۲ رو | (ضرب حمله درحه اول صفر است) بپتر است 


مجهول کمکی را چنین بکیدیم: ز عدیو » تا ممادله بل ری 
کت 

۴۳- تعداد در شه‌های معادله در جه سوم ه د و بان ۲-۲ بر: 
رشه‌های معادلهٌ ه ی + وس +۳« (۲) همان طولبای نقاط برخورد 
منحنی -1 0 + ۲ 9 (۳) با محور #هاست . بنابراین اگرمنحنی 
نمایش تغییرات تابع (۳) را رسم‌کنیم» سانی می توا نیم تعداد ر شه‌های 
معادلهٌ (۲) را پدست آوریم. زبرا اگر منحنی در سه نقطه محور بدها را 
فطع‌کرد ۰ معادله دارای سه ریشه است و اگر در يك نقطه قطع‌کرد ؛ 
دارای بك ر شه است و... 

اما تأبع 6 + 0 41 رح ۲ به ازای جمیع مقادبر ۶ اتصالی 
است ومشتق آن ؛ ۲۱*۰۲۲ ؛ برحسبآ که و هشت با منفی باشد» 
علامت ثابتی خواهد داشت و با انکه تغسرعلامت خواهد داد . 

حالت اول - در حالی‌که ۰<م » مشتق رشه ندارد و بنابراین 
۲ همیشه مثبت است و تابع همواره صعودی است . جدول د منحنی 


لمايش تغییرات تابع چنین است : 
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-۱۵ ۵ 


رش ۱) 
منحنی دارای یت لفط عطف است‌که همان ) شطهُ برخورد 
منحنی با محور 7وهاست . چنانکه می‌بینید در این حال منحنی فقط در 
بك نقطه به محور باها برمی‌خورد » پعنی معادله ه و یدج 4 یر 
وقتی‌که »رم , فقط يكك رشه دارد (مقدار ۲ هرچه باشد) . 


حالت دوم - در حالی که ۰« / مشق 6 ۲۲-0 !7 , 
دارای دو دش دس می باشد . علامت آن (-) است 
هر گاه اندازء > بن‌این دو ر شه‌گرفته شود و (عد ) است هر گاه انداز ۷ 


در خارج فاصله این دو رشه باشد . حدول تغسرات ۷ چسن ای 2 


۳ سس أ 
مه 1 5 9 ۶ - جع ۱۴۶ 
و اس سس سس هه سل | ۷ 
هی + م 1 : پا ۷ م وه سب 
۳ مگیم ۰ 


۲2 


بدا ۵ 

که درآن و + ۲ پر 2-4 طِ 
مینیمم است . 

منحنی نمایش تغییرات تابع برحسب آنکه مقادیر ماکزیس و 
مینیمم هر دومثبت با هر دو منفی با یکی مثبت و دییگری منفی با یکی 
از نها صفر باشد » مانند منحنیهای رسم شده در صفحهٌ ۱۵۲ می‌شود : 

در حالت اول (شکلپای ۲) که ماکزیمم و مینیمم هم علامتند » 
منحنی نمایش تغییرات تابم محور >ها را در يك نقطه فطع می‌کند . 
بنا براین معاد هه ی 4 و + ۲ فقط دارای يكث‌ر شه است. خصوصت 
این حالت آن است که حاصل‌ضرب ماکزیم و مینیمم مثبت است . 


۰< (وب+ ۳ )(و+ نت 
,۱ «ر + 
ما ۳۹۹ 
بعکس» وقتی که درمعادله درجهُ سوم ه سد ی 026-4 2:۳ , مقدار 
۴۵۳-۷۵۲ مثبت باشد » معادله فقط دارای یك جواب است . و با 
در نظرگرفتن آنکه وفتی‌که ۰ << » ۴۵۳-۲۷۹۲ حتماً مثبت خواهد 
بود » می‌توان گفت : 


0 فرط لازم و کافی برای آنکه معادله ۰ ز بط "کر فقط یگ 


رید حقیقی داشته باشد؛ این‌استکه ۴0۳-۲۷۵۲ مثبت باشد . سس 
درحالت دوم (شکلپای ۳) که ت از دومقدار ما کزیمم با با میئیمم 


صفر است ؛ منهنی در يك نقطه با مور ۳ مماس است و در ىك 
04 


۵ب 


2 


ًِ 


وم رن زر 


۲ ۷۵ بت 


نه 4 ۱ ها را فطع می کند. نی معادله » ع ) ۳ > یو 
وا اس سای ارت سای مت ده اس اس 
ضرب دو مقدار ما کزیمم ومينیمم صفر است ؛ یعنی ۰ < ۳۲۷۵۲ ۴۳ . 
مکس اگر این شرط برقرار باد : منحنی. به یکی از شکلهای (۳) 
خواهد بود و معادله يك ر شه مضاعف و یلك رشه ساده خواهد داشت . 
دس می‌توان گفت ۱ 


شر ط رز م و کافی بر اق 1 نکه معاد له در جلا سوم و 6 (- 01 ۲ ر 
یلک دیش مضاعف و بت ربشها ساده داشته باشد ؛ این است که مقدار 


۴0۳-۲۲۷ صفر باشد . 

درحالت سوم (شکلهای ۴) که ما کز بمم ومینیمم مختلفا لعلامه| ند» 
منحنی نماش تعسرات تابم » محور ها را در سه نقعله فطم می کند. 
سنی معادله ه 6 عمط ید , دارای سه رشه است . خصوصنت 
این حالت این است که حاصل ضرب ماکز یمم و میئیمم متفی است ۰ یعنی 
۰ ۳-۷( . بس می توان گفت : 


شر ط لازم وکافی بر ای ؟ نکه معاد لث در چا سوم ه ]6 -(- 016 -|- ۲ ا 
دادای سه ديشه باشد » این است که ۲-۲۷۳ ۴۳ منفی باشد . 


مقدا ۲۷۵۲ +۴۵۳ را مبین معادلٌدرجاُسوم هو + دج + ۲و 
تن ۱ 

۳- بحث در نعداد و علامت ز یشه‌های معادلة درجةً سوم 
ازا نچه‌گفتيم و شکلپای منحنی نماش تغسرات تابم درحه سوم » برأی 
تعسن تعداد و علاعت رشه‌های معادلهة درجه سوم 6 6 بدج -ل یز 


برحسب 9 و 1 » این جدول را می‌توان تشکیل داد : 85 


0 


معلوم می‌شود که : 


ط‌ 


معادله دادای يك دشه است ۱ 


(شکلهای۱) (دد این حال مبین حتماً مثبت است) 


> د دلث دز بشه امس هر دیشه منلی 
0 معادله دارای يك ر, اس زر و ات 
(شکلهای ۲ ) 
ه <ر ) ساده منفی 
۳۰ معاداه دارای بش ر شهُ مضاعف ما عف مثبت 
۳ ض ۳ بلثا ر بش # است ‌ > زو ماعف منفی 
(شکاهای ۳) 
ی 3 ۱ << ) یکی‌منفیودو تأمثبت 
۲ ممادله‌دار | هر ۱ ۲ ٍ 
0 ات اس وج دش و مت 


(شکلهای ۴) 


دقت کنید ! با توجه به شکلهای (۳) فوراً درمی‌یابیدکه مشتق 
تایع به‌ازای طول نقطه تماس منحنی ۳ محو ز > ها ۰ صقر ات (جرا؟) ؛ 
بعنی طول لقَطهُ تماس ربشهٌ مشتق تابم است . بنابراین : وقتی‌که معادل" 
در جلا سوم ه  <‏ سل هروس آعر » دار ای يلك رد شتا ساده و دك رز شا مضاعف 
است ؛ بعلی مبین آن مساوی صفر است . دیش مضاعف بر ابر بکی از دور بش 
مفتق تابع 06-06 سا رسد ۲ می‌باشد ( به‌ا( ای : در ]ثر د بش مشت و 
به‌از ای > بر بر در یشلا منفی) . 


۳ تعداد زر بده‌های دعاد ثا در چه سوم کامل سا چنا نکه در 
شمار؛ ۱ همین فصل‌گفتيم » معادلةٌ درجهُ سوم کامل را می‌توان با انتخاب 


ظ " ح 
مجهول کمکی سب -- بت بو به شکل معادله درجه سوم (۲) دراورد . 


< و دیشه منفی 
»> « منبت 


0 


(952 


۳ 
۱ 


مس 


۳09۳ 


- ۱۵۵ 


واضح 9 رد ااع بط ر مه م۶ از معاد له (۲) یت رشه ,> از 


ماد (۱) برار رید بدست خواهد آمد . پنابراین برای 
تعسن عدهٌ ریشه‌های .أث معا د له کامل درحه سوم از طریق جبری : ایتدا 
آن‌را به‌صورت ناقص (۲) تبدیل می‌کنیم وسپس شمار ر بشه‌های معادله 
ناقص را بنا بررآنچه کفتیم تعیین می‌کنيم . می‌توان نیز برای تعیین 
شمار رشه‌های معا هه و 1ج ۱ رو ار » منحنی نماش 
تغسر ات این تابع را رس گرد : 

3 دوم ۲4 )و 9۲-1 ع ۲ 

و ده تقاط تلاقی آن را با محود عها معین نمود ۰ برای این 
منظورکانی است‌که جهت تفییرات تابع و علامت ماکزیمم « میئیمم آن 
را معلوم‌کرد ۰ این طریقه معمولا سپلتر و سریعتر از طریقهٌ جبری 
خواهد بود . 

۵ - حل نقربسی معانلة درجهٌ سوم به کما نموداد س 
بطورکلی » ریشه‌های حقیقی هر معادلة ه س(عد)۶ » طول نقاط برخود 
منحنی ()۶- ۲۷ با محور ‏ هاست . بنا براین اگر مثلا" بخواهیم که 
وس 0 عون ۲ برو - 8 را به‌کمك نمودار حل 

زر یبوط + »8 < ۲ را رسم کنیم و طول 
ها اندازه بگیريم ۰ از این راه همواره 


معادله درجه سوم 


کنیم » , باید متحنی 


تقاط برخورد آن را بامحور 

می‌توان اندازه تقر بی رشه‌ای را ئ ۱ 1 9" با ۹99 با ۰ 

نقر دب تست 3۶ ۱ بدددن منظور بطور کلی دت موردی که ()] تا بع 

اتصالی باشد همواره از قضه ذ در استفاده می‌شود؛ 

اگر به ازای دو عدد حقیقی ج و رز اندااه‌های تابع 
96 


۱0۳ 


9 


(1)] - بو ۰ یعنی (1)9 ۵ (و()] » مختلف‌العلامه باشند » معادل ه ‏ () 
اقلا" یار حقیقی در داخل فاصلاً و و ج[دارد . 


پرشان ‏ حون (8)) و (ظ)8 مختلف!لملامه‌اند ۰ هنی 
( ۵ )-- ۸۱۸ و ()] :]۳ (شکل ۷۱ در دو طرف محور ها 
وافعند, معلوم می‌شود که دو نقطهُ ۸ و 8 به طولپای 2 و ظ از منحنی 
(162< ۲ در طرفین مجور ها واقعند . از طرزف دیگر چون تابع 
اتصالی فرص ان اس مذحنی نماش من از بسن ۸ و ۲ لااقل 
بكث دفعه (و بطورکلی یك عدهٌ فرد دفعه) محور ها را فطع خواهد کرد. 
نا براین معادلة » ص (د)] لاافل يك رشهٌ حشقی بين ۵ و ظ دارد . 
حال ار بخواهيم که معادلةٌ درجةٌ سوم ه ش(2)8 را به کماث 
نمودارحل کنيم , حنحنی نمایش تغییرات تابع ()8- و را (که به‌ازای 
جمیم مقادیر ۶ پیوسته است و بنایراین اذ يك شاخه ببوسته تشکیل 
می‌شود) رسم می‌کنيم ۰ اذ اين رام در مرحلة افل , با يك نگاء 
سطحی » شمارهٌ نقاط تلاقی منحثی با محور ها بعني شمار ریشه‌های 
معادلهٌ ه < ()8 آشکار می‌شود (برای ادن منظور لاژم نت که حت 
هنحنی رسم شده باشد » بلکه‌کافی است جپت تفییرات تابع (۶02 » و 


|۱2 


تا مت 


در صورتی که تابع ما کز دمم ومینیمم دارد علامت | نا را معلوم کنیم) و در 
مر حله دوم , حدود ر شه ور شه‌ها معلوم می‌شود .و برای این منظور » 
با استفاده از يك نمودار نسبتا دقیق تر» به با مقادبر صحیحی می‌دهیم که 
تزدناك به اندارة تخمننی ریشه باشد » و با استفاده از فضه فوق هرر شه 
را بین دو عدد صحیح متوالی فرار می‌دهيم د در صورتی‌که بین دو عدد 
صحیح متوالی بش از داث ردشه باشد : فاصله‌های کوجکتری ماندد 
11-0 11 


۱ ۶ ۳ ۳ می دنیم( یب است) کهدر هر فا صله زا ر دشه 


باشد . این عمل ؛ عنی محصود کردن هررشه را در بت قاصله » جدا 
گردن ر شه‌ها می‌نامند . 
هشال - برای باقتن اندازه‌های تقر ی ر شه‌های مماد له : 
و ۱۵ ٩‏ ۲ )۳ب 
منحنتی نماش تغسرات تابع : ۵ سل و۵ ۳ آرح و را 
می د 
(۳ع)(۱ سا )۳ هس دنت آ و۳ ارو 


تا الا فك 
ما کز دمم 


از روی این جدول برطق قضیهُ فوق » می‌بینیم که ك در 


هیسیمم 


را ۳ 


هر داث از وُواصل (۱-- 0۵ مه ) و (۳ 7-۱ ) و (مه -د ۱ ۳( اقلد" 


مك رشه دارد . و چون معادلهٌ درحه سوم ؛ سه ریشه سشتر نمی‌تواند 
داشته باشد » سس در هر فاصله بث ریشه دارد . به این تر تسب ر شه‌ها 
باصطلاح جدا شده است. اما برایآ نکه فواصل کوچکتری بدست آوریم؛ 
با استفاده ازحدول فوق منحنی را با دقت می شیم ۱ 


(برای رسم منحنی زیر واحد روی محور ها را کوچك گرفتهام 


تا نقاط ما گز دمم و هینیهم از حدود صفحه خار ج نشو ند) ۰ از روی 
منحنی حدس میز نیم که رشه کوچکتر از اس , ماین ۲ و 
وافم است . وچون به‌جای ۶ بترتیب ۲-- و ۳ فرار دهیم » هی بیسم: 
۸ ([۲--)] و  -۱۷‏ (۳۲-- )1 بعنی جدس درست است . 

همچنین يك نقطه تلافی منحنی با ۳ نزددك به۱ < ۶ است و 


حون ۱-- <- (1)۱ و ۰ ۳ ( )1 ۰ ره دوم در فاصله ( ۱ ۱ 0) قرار 


و 


|۱2 


سس ۵ , 


دارد » بالاخره چون ۱۰- -(۴)] و ۵(*۱۵)] , ریشهُ سوم بین ۴ و 
۵ هی باشد . 

حال فرض می کذیم که بخواهیم مقدار تقربی رشه‌ای را که من 
۳ و ۵ است بدست آوریم . اگر این ریشه را ۲ پنامیم , از روی شکل 
می‌بينيم که ۲ نزدیك به ۴,۵ است . چون ۴,۵ را امتحان‌کنيم : 
۵- -<(8)۴/۵ که منفی است و معلوم می‌شود که ۴۸۵ <۳ . خال 
۶ را هم امتحان می‌کنيم : ۲۱۴۵۶ -< (۴۸۶)] که مثبت است و معلوم 


می‌شود که ,ِِىِآ ۰ ۲ .۰ 
یعنی ۲ با ثمتر 

1 

ازاره تقریب‌نقصانی ‏ . ۱ 
۱ 

برأیر ۳/۵ ات ۳ ۱ 


برای انکه ۲ را ۷ ِ 


با کمتر آز۵۱, ه نقر یب پیدا کنيم ؛ هنحنی را پین ۴۵ و ۶ 22۲ > 


0 : ۱ ۳ ِا ۴/۵ 
با مقیاس بزرکتر رسم می‌کنیم از این منحنی دو نقطه ؛ ۵ ۰ مس 


و _ معلوم است ؛ در فاصله مد 0 می‌توان قوس حنحنی و 
وتر آن را مشتبه نمود و به‌جای تعیین نقطهٌ نلاقی قوس با محور عدها » 
نقطه تلافی و تر راکه آسانتر تین می‌شود تست ور از ووع شا 
نهر میا بد که نفطه تلافی ور با محور ها بین 2۳۴/۵۰ و 
۱ - ۷ باشد . 
چون ۰۱۲۲۵ (۴۸۵۱)؟ مثبت آست » ۵۱ ۱۳۱۵۰>۲>۲ 
98 


۱ 

بعنی مقدار ۲ با کمتر از ۰۱ تقرب نقصانی ۴,۵۰ است . 
همیجسن اگر ۳ ر با گمتر از 1 تفر مب بخواهیم؛ کافی ۱ 
که منحنی را بن 
۵ ۴/۵۱5۴ بامقیاس 
زر گر رسم کنیم و 
۰ فاصله 


آن را در ان 
با وتر هشتبه نمایییم » هی‌بینیم ی ۷ نقطه تلافی : تقریباً ۴,۵۰۵ اتنت .8 
حون ۰۰۵۹۸۷۰ ه - ع<(۵۰۵ ۰10۴ ۴۸۵۰۵ <ر ۲ 
۸ + ع ( ۰۴۴۵۰۱۶ ۲>/۵۰> ۴/۱۵۰۵ . 
یعنی مقدار 2 با کمتر از ۰۰۱ ه تقربب نقصانی برایر ۴۸۵۰۵ است . 


و جون 


واضح است که می‌توان این عمل را هه‌جنان ادامه داد . از این 
مثال طر بقهُ تعنین اندازه‌های تقرسی رشه‌ها به وسله بز رک کردن 
مقباس معلوم شد که چنین است 

هر حلة اول - تعداد رشه‌های حقبقی معادلهٌ » -<-(*)] را تعسن 
و حدود آ نا ۳ تخمین می‌ز نسم ۰ یعنی فواصلی تعمسن هی کنمم که و 
فاصله‌ها معادله بیش از بك ریشه نداشته‌باشد . این عمل بارسم ۳ 


دقیق مذحنی نماش ()۶8< ۷۲ انجام مي‌شود . 


می کنیم ۰ دعبی هر ر دشه را دن ده شدد ی و منوا ی مرحصور می گذمم 
ی ۰ ۷۲ 

هر حله سوم بت اتتاد هر ر ده 3 ۲ تقرکت هر از ِ تحمسن 

هیر نم و معمو لا 0 نمودار دفق تابع (* )1 < ۷ | تیحام 


3 


1۳ عف 


رو مان یر 


اد 


8 ۴ 
بر ای ز دده 1 باشد 


( 9 عدد درست) 4 


م. ۳ _ِ ی 
ور کنر ۰ فرط گنیم که 7 ۳ 26۱ اندازء دهمدسی 
(,56) وهفاد ری مانند ر 303 


۱ ۱ 
)1 و ِِِ 
۳ حساب می کنیم 1 سی 36۱ ۳ مقاد بر 0 را ره حاي ۲ در (2)] 
فرار می‌دهيم و برحسب عللامت (1)56 ۰ با در نظر گرفتن هنحنی» معلوم 

11 -(۱ 


0 


11 
می‌دار م که < محصور دس دو عدد به شکل 7 و ۱ 


درست انتت ان 


مر حله حرپاز م هنحنی لماش ()] را با مقباس ۳۳ در 
9-۱4 1 


» هننپی به جای مه منستی وتر آن.ز! 


فرار ۳ روی آن » اندازء تخمینی ۶را تا تقریب‌بدست 
می‌آوریم . فرض می‌کنيم اندازةٌ تخمینی ,6 باشد . 

هر حل بنجم - همچنانکه در ِ ۰۱ گفتيم در باره ۶ و 
+ وس یا و غیره 
می باشند » عمل می‌کنیم تا معلوم ۷ ۱۹ 


زا ای نز کی ار 


0 0 ۱ 2 و ه ۱ 


مقاد بر میحاور به ۸۶۲ که ی صوبت م 


" فرار دارد . بدین نرتمب 


تهر تب ددست می | بد 


توجه‌کنید ] الف- اگر یکی از رشه‌های معادله عدد صحیح 


ه ۵ ۱ 


باشد . در مرحله دژم حخود خود ردست هی بد 


لب سب برأی آاینکه در مرحلهٌ بنجم یه بعد به <و ی بتواین محل 


۱ ۱ب 


تلاقی خط راستی راکه حانشن منحنی است با محور ها معین کرد » 
بپتراست مقاس محور ها را در هر مرحله» ظوری انتخاب کردکه زاو به 
خط راست با محور #ها از "هس اه 

ج - گاهی با وجود این احتباط باز نمی‌توان به سب اختلاف 
فاحش ده مقدار ()۰1 جای دفیق نقطة نقاطم خط را با 5 معلوم 
کرد (همچنانکه در مثال عددی در نمایش منحنی در فاصلهٌ بین ۴۸۵ 
و ۴,۶ پیش‌آمد) . پاید دانست‌که در این صورت همواره می‌توان عد 
هط تلاقی خط با محور رها را محاسه کرد » چه‌کافی است با ععاد له 
خط واصل بسن دو نقطه را نوشت با ساده‌تر » از تشابه دو مثلث واقم در 
طرفین نفطهٌ ثلافی استفاده نمود . مثلا در مثال عددی فوق ۰ > نقطه 
تلافی خط واصل بین دونقطه به طولهای ۴,۵ و ۴۸۶ با محور ها 
ی ایس 


۱۵ 


۵ ۴۸۵۷۰۰۰۵-۴ 0۱ رم ۴۵ ور 


تمر .ین 

٩‏ مطلوب است تمپین دوابط ماین ضرایب ع و ح و هم و 0 از معادله 
درجم سوم ه < 1 ۲ »رن ۲ ود بل "وی و دیشه‌های نا . 

(ا کر و و و ریشه‌های معادله مفروض باشند» یا 6ر 
وطامااط فق ۲ دا بر ح و ده وع 0 
بیدا کنید ) : 

مراب از دوی تمرین فوق دستگاه ذبر دا حل گنود : 
هس او راو و کر 
ه << "ول + ۲2و[ 4 و > 
ه بسح آن سل روآ لد ون - با 
راز يك معادلهٌ درجة سوم استفاده‌کنید) , 


۳۱1 9392 
:ٍ 


گ 


رم ۳۳ 


۴ برحس انداذه‌های پادامتر و در ریشه‌های معادلة زیر بحث کنید: 


ه -- و 1 ار 
اولا برحسب مقادیر مختلف و دد تعداد دیشه‌های معادلة ذیر 
بحث دنید : 
هد ۲ ۲-1 0 سل ۲ 6 
انیا مقداد ور دا جنان بیدا کنید که معادلهٌ فوق دادای دشه 


مضاعف باشد . 
۵ سس <ده4 رابطه‌ای دن و د ط بررقر اد بأشد ۳ اف ممادله دارای ر بشة 
مساعف باشد : ه سح ۲ سل رو[ سل 36 


م در تعداد ریشه‌های معا دله ه -- ۲۵ 1 و۳ ۲-۷ بر<سبت 
مقاأدیر مختلف ۲7۱ بحث کنید . 
2 ۷ ۱ و » دا بر چسب "0 و 6۱ بقسمی تعیین‌کنید که دو تابم : 
وکا 16-۳ 
9۳ « 
دارای يك ما کز یمم و رف هینیمم باشند و در آن صورت تغییر ات تابع ۳۳ را 
تمیین و منحنی نمایش آثن دا دسم‌کنید : 
0۰-6 ۳ << 7 
۸ - انداذه تقریبی ريش معادلة ه سح ۱ -- ۱۱۲-۱۵ "یر ۲ را 
۱ 
که بين ۲ و ۳ قرا.. دادد تا تقریب حساب کنید . 
4- انداذ؛ تقریبی ریشه معادله ه حد توب ۱۵۲۲۲ > 
۱ ۱ 
راکه بن ۲است و ٩‏ تست فرار دارد تا تقریب حسأب کنید 
ه_.- ر «شه معا د له نس ۴ و۱ و ۲و را که دمن ۵ و ۱ 
۱- دیش معادلهٌ ه مب ۷-4-۷ - یو را که بین ۱ و ۲ است تا 
يك صدم تقریب حساب‌کنید . 
۹ دیشه‌های معادله ه -- ۲۲-۴-1۸ -- بو را پیدا) «نید 


۳ دیشه‌های معادلةٌ ه سب ۱۸ - و۳ مت و6 و را بیدا کنید . 
۴ تحقیق کنید که هريك از توابع زیر دادای سه نقطهٌ عطفندکه جر 
اک استفامت قراد دار ند : : 


الف - 


ج - 


2-۱۳ 


۱ 96 5۳ 
۱ و ۲ 
ً 

۲ ولآ یو 7 


ری هت 
۱ 


۲-۷ > 
۷۳ 
0-- > ۲ 
سل ۲و۲ 7 


۹ 


) بو 


نو آابع اولی و موارد استعمال آن در محاسبةً سطح و حجم 


1 - توابع او لیه 


0- عفر یف - اگر تابعم (۶)2 مشتق تابع (عد)] باشد » تابع 
(7)] را تاپع ادلی (10)] می‌ناهند . به عبارت دیگر ۰ تابم اولی ىك 
تابع » مانند ()] » هر تایعی است که مشتقش برابر (8)2 باشد . 

مثلا چون :۲ مشتّق ۲* است ۰" تابع ادلی ۷ است . 

همچنین چون 005 هشتق 9۶ است » اه تابم اولی عادهه 
است , 

از انحا که مشتق مقدار ثابت صفر است ۰ ا گر (2)] تابع اولی 
(5)] باشد » هر تابع که به صورت /۳6-()1 باشد (۸) مقدار ثابت) 
نیزتابم اولی همان (عد)] خواهد بود . بنابراین برای يك تابم مفروض» 
توأبع او لية بسشمار وجود دارد که اختلاف آ نیا در مقدار ثابت است . 
چنا نکه ۲ و ۲ - ۵17 و ِ + ۵۳ و بطورکلی ن)+- ۸ همه 
تا بمپای او لی تابع 085 می باشند . 

بسپولت می‌توان ثابت‌کردکه اگر (عد) ۲ تابع اولية (6)2 باشد» 
همه تابمپای اولهٌ (ع۶6 به صورت :+-()۳ می‌باشندکه در آن ) 
بت زرا اگر گفته شود که (9)۶ نز تأبع او لی ()] می باشد » 


عنی | گرداشته باشیم (3)] -- () ۷ جون به فرص داأر یم (۶)]ع )۲۲ 
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۳ دیشه‌های معادلةٌ ه سب ۱۸ - و۳ مت و6 و را بیدا کنید . 
۴ تحقیق کنید که هريك از توابع زیر دادای سه نقطهٌ عطفندکه جر 
اک استفامت قراد دار ند : : 


الف - 


ج - 


2-۱۳ 


۱ 96 5۳ 
۱ و ۲ 
ً 

۲ ولآ یو 7 


ری هت 
۱ 


۲-۷ > 
۷۳ 
0-- > ۲ 
سل ۲و۲ 7 


۹ 


) بو 


نو آابع اولی و موارد استعمال آن در محاسبةً سطح و حجم 


1 - توابع او لیه 


0- عفر یف - اگر تابعم (۶)2 مشتق تابع (عد)] باشد » تابع 
(7)] را تاپع ادلی (10)] می‌ناهند . به عبارت دیگر ۰ تابم اولی ىك 
تابع » مانند ()] » هر تایعی است که مشتقش برابر (8)2 باشد . 

مثلا چون :۲ مشتّق ۲* است ۰" تابع ادلی ۷ است . 

همچنین چون 005 هشتق 9۶ است » اه تابم اولی عادهه 
است , 

از انحا که مشتق مقدار ثابت صفر است ۰ ا گر (2)] تابع اولی 
(5)] باشد » هر تابع که به صورت /۳6-()1 باشد (۸) مقدار ثابت) 
نیزتابم اولی همان (عد)] خواهد بود . بنابراین برای يك تابم مفروض» 
توأبع او لية بسشمار وجود دارد که اختلاف آ نیا در مقدار ثابت است . 
چنا نکه ۲ و ۲ - ۵17 و ِ + ۵۳ و بطورکلی ن)+- ۸ همه 
تا بمپای او لی تابع 085 می باشند . 

بسپولت می‌توان ثابت‌کردکه اگر (عد) ۲ تابع اولية (6)2 باشد» 
همه تابمپای اولهٌ (ع۶6 به صورت :+-()۳ می‌باشندکه در آن ) 
بت زرا اگر گفته شود که (9)۶ نز تأبع او لی ()] می باشد » 


عنی | گرداشته باشیم (3)] -- () ۷ جون به فرص داأر یم (۶)] عت )۲۲ 
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جن 


بس : ۰  1)(‏ ()9۳ و چون (۳۳)6-(9)۶ ۰ برابر هشتّق 
(عد) ۲ -- (ع)9 است‌واین‌هشتق‌صفرعی باشد» بنا بر این( - ()۴ برابر 
عدد ثابت خواهد‌بود. بعنی ن)عد () 1 (9)۶. با ن) + (د) [ > ()۲ 
با به عبارت دیگر » ٩)۶(‏ به همان صورت + (۳)5 است . 

۴ محاسبة توابع اولی - اگر جدولی شامل دو ستون تشکیل 
دهم که در ستون چپ آن تابمپای مفروش و در ستون دیگر مشتق آن 
توأبع نوشته شده باشد ۰ می‌توان گفت که هربكث از تابعپای ستون چب 
تابم او لی برای تابع نظر خود از ستون سمت راست می‌باشد . حدول 


ن را به همسن ترس #7 ِ# ۳ داده‌ام : 


۱ کف 1 2۰ 
۳4 6 817 
817 8 سب 209 

8 
93 05 
- 8 
4 


4 ان ۱ 


سس برس 


و بعکس ؛ با در نظر گرفتن ارنکه اگر ()1 هشتق (*) ۳ باشد » 
6 + (۳)۶ ۰ (عأثابت) » مکی از تابعپای اولی ()8 است ؛ این جدول 


ر خواهیم داشت : 


اکن 
و 
۷ 


۱۳2۱91952 


تابع او لی نابع 
۱ 
۱ 12 ۱ ۱ 
ر) 1 ِِ | 
۳-۱ 1۱ ۱ 
تط ‏ کد وی | اجه ری یده) 
6 و 0099 
6 ور 81 
۱ 
وشن ٍِِِ <- رو ام + ۱ 
۱ 
نا + او وامه-ب »۵ وامه ۱ 


سس سب رسب 
۳ سم 


از روی این جدول و به‌کماك بعضی از فضایای مر بوط به مشتق 
توابع و فرمولهای مثلثانی » می‌نوانيم توابع اولی تابعپایی راکه در این 
کلاس بدان برمی‌خوربم حساب کنيم . برای روشن شدن طرزعمل بهن کر 
چند مثال می‌پردازیم ؛ 

مثال ۱ - تابع اولی عبارت 4+۵ ۲۳-۲۲ را بدست 
آورید . 

حل - می‌داليم که مشنق مجموع جبری چند تابع برایر مجموع 
جبری عشتقهای آنهاست ؛ پس بعکس , یکی از تابعپای اولی مجموع 
جبری چند تابم » برابر مجموع تابعپای اولی نها می‌باشد . بنابراین 
برای بدستآوردن تابع اولی عبارت فوق چنین عمل می‌کني : 
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۳ 
: ی اج ۱ 
جون دلث تابع او لی ۹1 زو است :۲ ث تابم اولي ۲۳ 
۱ 
می سود ك_ 
۱ 
2 <ونا ن دك تا بع او لی 6 بز | در 0 رك تابع او لی 


۲ ۲ 
۳ سب می‌ سود ۳۳7 1 


هي سو د ۹ 
وتا ‌ ؛ 

وچون دك تا بع اولی ۵ ؛ برابر ۵ است ‏ 5 بع اولی عبارت 
فوق برایر است با : 


۱ ۱ 
 ( ۵‏ ح: با ودب 
بل م1 4 ظِ 
و از | تحا تا بعپای او لی ا به صورت زیر می باشند : 
0 ی ۳ 


مثال ۳ توا بع آولی ۴ را ندست و 


حل - چون این عبارت را می‌توان به صورت ۲-(۵ -و۲) 


نوشت » به موجب جدول فوق ؛ توابع اوه ان به صورت زیر است 


۳ مسبت ِ ٩‏ ۲ سب ۱ 
تور 
مثال ۳ توا رای ۳9۳ با پیست کووید ‏ 
حل - دارم : ۳ سحت ۳+ ۵ /| ۱ س توب او لی 
ان جسن 1 


۱۳۱۵-932 


9 


۱ 


ِ ۱ 
۰ )۵ 1-۳۳۲ 


/ سم 
مثال - توایم اولی ۳۲ را بدست اور ید 


۱ ۱ 
حل بت دارم : ۳ ۲ (۷) حد ۱0 ۰ دس توأبع اولی‌ان چنن 


است : 
سس ۳ ِ ۳ 
نس ب) ۱ ۲۸(۲) ي 


مانند - 


مثال ۵ برای محاسة تا بعپای او لی عبار تپابی 


4 1 00۹ 2 4 تور 2 ۳۹0۹ 1 


( 2 عدد درست و مثبت) فلا" بایثأ نپا را بدشکل مجموع جبری 
چند سینوس و کسینوس تبدیل کرد . 
مثلا اگر بخواهيم 


جسن سل 


بم تابمپای اولی ۶ ۸۰۲۵۵۵۲ را بدست آوریم 


۱ 
( 817 سم ۳ 603۳ 1 ۲ 817 


که تامپای اولی آن می‌شود ۲ 


۱ 
۳ (۵۵426 2 09کس 
همچنین برای محاسبهٌ تابمپای او لی > ؟۵9» » الا" آن را چنن 


۱ 
۲ ۱ ِ سس ۲ 
هی نو سیم : سس ۶ 605 92 


۷ ۵ 


که تا بعپای او لی 1 می‌شو د ؛ ۳ 


د برای محاسهٌ تایعهای او لی بترتیب چنین می‌نوسیم : 


۱ 
۲ 6097- ۳ ِِِ 
09 و ( 9۲مب - ب) < ۲(عر۲هاه) سب بر جوم 


۱ ۲ ۱ ۱ ۱ 
( رویط ) - مس مت نت 
۳ ) ع ۳و افینه ۱ 


۱ ۱ ۳ 
605۷ 1-۳ ۲۷ وم سس سب 
۱ 


بنابراین یکی از تایمپای اولی آن چنین است : 


۳ ال ۱ ِ 
7 


مثال ۳ - ر ا 4 ید 
ل ۶ برای محاسبه‌تابمهای او لی‌عبار تی بهشکل رورپ یو : 


ار وه را لا بناهیم ( ۱۵ ع باهاه) خواهیم داشت : اعد 2۲ ومه . سس 


عبارت 7 1 شکل "و ی است و بنا پراین ۳ از تا هپای او لی اش 
چنسن است : : 
11۳0 ۱ 


سس 


سس 1 


2: 


ما : 


۱ 
11۱ 

مثال ۷- مسئله - مطلوت است نعیین معادله يك منحنی که 
ضریب زاویه‌ای ممای پرآن در هر نقطه‌اش دو برابر طول ان نقطه باشد 
و از نقطهُ پا بگذرد . 

حل - چون ضر یب زاویه‌ای مماس برحر نقطه ازمنحنی () س بو 
اندازءٌ مشتق 7 در ازای > همان نقطه است » بنا به فرش مسئله رابطه 


|۱2 


مد( ۱۷ مت 


بین < هر نقطه وضریب زاویه‌ای مماس برمنحنی درآن نقطه چنین است؛ 
ح: ۲ 
این رابطف مشق تابم مطلوب است و اگر بخواهيم آن تابع ۳ 
هب آوریم » باید تابع او لی بگیر یم که چنین هی‌شود : 
ات 7 
و چون این منحنی از نقطهٌُ ۸ می‌گذرد » باید مختصات نقطهٌ ۸ 
در معادله منحنی صدق‌کند . یعنی داشته باشیم : 
<< ۴ 
و از انجا ؛ ادا ن) و بعد معادلهة منحنی مطلوب چنین است : 
۳۳ ۱ ۴ ح< ز) 
۳- جع بو 


مرن 


۱- مطلوب است تعیین تابم اولی 1-۲ »۲۰-۲ بقسمی‌که به ازاء 
۲ تحت مه صفر شود ۰ 
۱ 
ی ۳ مطلوب است تأپع ادلی ۲ -- 2 بقسمی که به‌ازای ٩‏ << هر برابر 


ار 


۲ نود . 


۳ مشتق دو تابم وا و ۷ برحسب مثفیر > بتر تیب "وا و "۷ است . 
اگر داشه باشیم : 3 ری و بت آستاه 
پس ‏ ۷ ۷ 

۳ تاسه‌ای اولیة هر يك از توآبع ذیر دا پیدا کنید : 


(ع - ۲ )۲ << ۲7 ب . ۱(۴--۳) ۵ 57 
۴ و آبواعت ۷ د-_ 


الیه- 


كِِ 


-۱۷ ۲ 

۲ ار دا 

۲ ۱(۲+ر) "۲ ابو آیر) ۲ 

ت ۲-۲ ِ- ۳ 
۲۳| ۰ ۴ 

طا ۱/۲ ول کاس 0 


ها توابم اولی هريك از این تا مها دا حساب نید : 


۲ ۳ 1 زونه باب 


6053۴ 6 

ج- ‏ 87:۳1 دت . وم6اه ه - "ومع 
۳ ۳ ۲ 

و - 887 و - ۱ -- > 317 2 608 

0 ط ات 5۲ ۲ 009 6 ۳ 917 

که .- ( 91۳ 1 6032)۱ تج 60۳ 917 

یب ب یج . 0 


بر ۶ _ مطلوب است تعیین معادله و شکل يلك منحنی مس‌طح که قائیهای 
نقطه‌های مختلفه‌اش ازمبداً مختصات بگذرد. 


[[ - موارد استعمال تنوابع ادلی دز محاسبك مساحت 
۳س فرص می کذیم 45 تابع (1)26 - ۲ در فاصله (ظ و 2( معن 


و متصل و منت بأشد و در 9 فا صله به وسله قوس ۸ نما ش داده 


8 "هر) 
2۰14۸ 


نز (» 


«- 7ج 
۷ 1۷ 


سششه و 


۷ ۵ 


بعنی سطح دافم بین هحور ها و منحنی و دو خط ۸۳۸ و 1 1۷ 


9 
9۹ 952 


م۳ 
را حساب‌کنم (به شکل توجه کنید) . معلوم اس که اگر ۸ را ثابت 


۱ 


/ بت ۳ 
۱ 


ت طَ 


> وت بت ود ه و ۳ ۳ 0 


نگاه دارم و روی قوس ۸ حرکت‌کند » * تغییر می‌کند و این 
مساحت پیشگی به تغییرات »9 دارد ؛ 
می‌توان گفت که تا هی صعودی است . ما ات تابم را (:) می ناهیم . 

۱ زر 4 ۳ 
ذبلا ثابت می‌کنیم که (50 یکی از تابمپای اولبه و با ()۲ 


مت با مت 
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۱۷ ۳ 


تابم (9)۶ به اندار مساحت. ,"۷ ]1۷1),](/۷ ]۷ نمو بدا می کند , 
بثا برد ؛ 
مساحت ,۷ ,/۰1(۷ )۷1 1۷ <- ۵ 

واگر سن. ۶ و ۸۵ ۰ حدا کر ۲ حدافل ۲ را پر تن ۲۷۲ و 
۷۱ بنامیم » 5 از مات مستطلی که قاعده‌اش « ار تفاعش ۷۲ 
می باشد کوچکتی و از مساحت مستطلی که فاعده‌اش ۵ و ارتفاعش 9 
می باشد ۳ ا تفت (درحالت خاص ممکن است ترا | باشد) 

۲ > ۵ > 

و چون طرفین این نامساوبپا را بر ۵ که مثبت فرش کردم * 

تقسیم کنیم 4 خواهیم داشت :* 
3 
۳ 

حال اگر ۸۶ را به سمت صفر میل دهیم ۰ ۵٩‏ هم به سمت صفر 

3 


یه * 
پر 2( 


۵ 
ما ۳ 
سجی .۸ ورن 7 


و ,7 و ,و هر دو به سمت ]1 با ۷ میل می‌کنند و چون 


۰ ۶ ۲۰ واقم است » حد آن هم ۲ خواهد نود . 


رای ات 
()-- ۷ -- () ۵ 

دس (<) بکی از توابع او له (5) ] ات ِ 
پنابراین اگر فرض‌کني که  )*(‏ یکی از تابعهای اولی (8)5 
# اگر »وم منفی باشد , ۵٩‏ هم منفی است و قددمطامش برابر مساحت 

,۰ ,]۷۷[ "1۷1 می‌باشد و دادیم : 
> ۵ > شا ۲ 

۸ 


دم 
۳ ۸ ۳ 


02 


۱۷۵ 


باشد » چون (*80 نز یکی از تابعپای او لی (2)؟ است ؛ دارم : 
+ () ۲ (5)۴ که دران ب) مقداری است ثابت . 

برای تعیین این مقدار ثابت می گوییم که اگر ۶ به سمت 8 میل 
کند », مساحت به صفر نزدیك می‌شود ؛ در این صورت از روی تساوی 
فوق خواهیم داشت : 

9(0) ۲ ع هد (و)5 

جا؟ ()1 - -- 

واز آنجا ‏ (۵)- )۲ (50 )۱ 

۴ - مستئله - مطلوب است عحاسبه هساحت سطح محصور بین 
مجور رها و دو خط ۵ 2 با و دعر (و<ررا) و منحنی نماش تابع 
(16)] عد بو , 

حل ‏ در حقیقت این سطح همان سطح ۸۸1۷۲ است دفتی 
که ۷۲ را در ظ , یعنی * را پرابر ظ فرض کنیم . و چون 
(ه) 1۳ - (:د) 1۳ ( :56 , اگرمساحت مطلوب‌را به 5۳ نمایش دهم , 


۱ 
۳ 1 
بسح 
به 


دار یم ۰ 


سس سس 


(م۲- (ط ٩‏ | () 


نی بر ای محاسبة؟ این مساحت ابتدا یکی از تاعهای اولی 
(<)] مانند ۳۶۱ دا بدست می‌آوديم وبعد اندازخ (۲)۶ را ره 
از ای طو لهای 2 ٩‏ ۱ (2<) حساب‌کرده (۳)۵ د! از ۳۳۱ تفریق 
می کنیم 

مثال اس می‌دا نیم کهمننی نما یش تغییرات تا بع ز بر بكك‌سهمی است: 
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سر شم رباصی 


۱ 


اپن سپمی محور ها را در دو نقطة (ه و ۱--)۸ و(ه و ۲) 13 
ومحور ۲ ها را در نقطهُ , ن) فطع ميي ۹ 


6,۳() یا 5 اما سطح مجحصون سن محور هس و دو هل 


می‌خواهیم ات شکل 


ه ح و و ۲ بر و 


سر ر جسات 
کنیم . 
برای این کار کی 


۳ ددست می | ور م5 


جسسن ی 


۲۶ وا و -- (۶) ۲ 


٩۲ --۲ )۲( - ۳ )6( 


مطایق دسیور )۲( 


۱9 ۴ ۸ ار 
تا 2 


۷:۵ 
تسس ۲ 
-- 5۲ 


دی اگر و احجل طول دلث سانتسمتر باشد » مساحت این سطح 
برایر سانتیمترهربم است ۲ 


ونزساحت8 ۸00 عنی ٩۳‏ چنن‌است:(۱-) ۲‏ (۲) 1عت 5۳ 


۶ انیت ۱ ۲ 
وجون و )۱ سب ) ۲ دارم ۱ 


02 


۱۳ 

مثال ۲- محاسه مساحت 

سطح محصور بین يك سپمی وت 
خط عمود برمجوران . 

اگر معادلهٌ سهمی را 

۲ - ۲ توت , منظور 

محاسٌ مساحت سطح ۸۸ (محصورها یبن منحنی و خط و -- 6۳7 -- »د) 


می باشد ۲ دار بم: 


۲ 2-۷ -<- ۲ 
علامت () مربوط به نیمه بالایی منحنی و علامت (--) مر بوط به 
ثنمهٌ دیگر است » پس معادلةٌ قوس 0۸1 ؛ که بالای محور دهاست » 
عبارت است از : ۷۲۶ + << 7 
او لی بر 
۲ 1 بدست آورد ٍ می‌توان سطح ۸ سح ره ۰ همی سطح محصور 


بسن محور ها و محور ۲ها و خط 8 << و منحنی را حساب کرد و با 


ابر انچه دیدیم » چون می‌توان يك تابم ای ۲ با 


نو حه به ا شکه 2۶ محدو ر تقارن هنحنی 6 را دو برابر گرد تا 5 


سطح مطلوب ۸0۲ دی 1 1 عمل چنین ات ٩‏ 


۱ 
۲ 


1)( << ۷ ۲» - )۲۵<( 


۳ وک ۹ 
۲ ۳۱۱۵۵ ۳ («) [ 
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۵۳۱(۱۱20:992(| 
۱۷۸۸۰ 
۳ 8 
۱09۰8 ا- ع(ه) 1 سس (و) ۲ - ۸ 0017 5 
از آ نبا : ه۲ 5-۷ 
۲ 
11۸-0 0۷ - 
بعنی ساحت مطلوب (0(۲ ۸ ) دو تلبت مساحت «ستطل ظ ۸۲۲۵ ۸ 
است.: ۱ 
۵ س در دسئورهای )۱ و )۲ فرص در ادن این که کر فا صله 
(ط ع) حرط » تابم (۷)] متصل » هعین » هشت د > . 
۳ در فاصلةٌ (۲ ۰ ۵) تابم ()8-- 9 متصل و معین اما 
مثفی باشد ۰ چنانجه جهت هثبت محور ها را تغیبر دهیم » 7 در این 
فاصله هشت و برابر (*)8- می‌شود و با همان استدلال دو شمار قبل, 
با فرض آنکه یکی از تا بمپای اولبه (۶)۶- را (۳:)5 بناهیم خواهيم 
فارت 
(۱۸۵ ۲ - ()۱ ۲ <()9 عد سطح ۸۷۲۷۲ ار 
ره وا وت نع ۸۸98 


و لی واضح اس ۸٩‏ ا گر 
یکی از تابعهای اولی (۶)5 را 


(«) ۳ بناميم ۰ (),۳ ۰ یا یکی . 
از تا یعبای او لی ( )1 - 90 


می‌توان (۳۲)۶ مس گرفت سس 
[(ه) 1 -] - (ط) ۳ جح (ه) ,7 (ط) ۳ 9 ستع "۸۱۸1919 
[(و) ۲:-()۲] - << 


۳ 


یعنی در حالی‌که منحنی زیر محور #ها باشد : برای محاسبه 
سطح ».همان دستور (۲) را بکار می‌بريم و حاصل را تغییر علامت 
می‌دهیم . 

چنانچه در فاصلةٌ (ط ؛ ۵) فسمتی از منحنی در بالا و فسمتی در 
زیر محور ها باشده برای محاسبهٌ مساحت سطح محصور بین منحنی و 
محور ها ؛ مساحت هرك از قشسمترای بالا و بسن را جداکانه ساب 
کرده حاصلها را با هم جمع می‌کنيم . 

مثال س مساحت سطح دافم بین منحنی نماش تخیر ات تابع 
روم 1 با واه دعر و میجور رها و دو خط ه ع ور و ۲۲ دعر چنین 
بدست می | ید : 

در فاصلهُ (۲۶ ؛ ») منحنی نامبرده میحور رها را در نقاط ن) و ۳ 
فطم می‌کند که طولهای آنپا ریشه‌های معادلة  »‏ دمن + یداه 


۷ ۳ 
با ۱- << 1 بعنی ‏ و شم می‌باشد . در فاصله‌های (م" ۰ و 


۲۶ « منحنی بالای محور رها ودرفاصلة فِ ۷ تِ) ز فر آن 
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۳ 


اگر مساحجت مطلوب (دعنی مساحت سطح هاشور رده شده ) را 5 


ِ هر بك از ۵ شتا < 
لا 5 بح 5 
جون ک از تا بعرای ۳ -- »917 چمدن است ؛: 


6 + 031 سب (36) ۳ 


دارم : 
۷/۲۱ (ه)ق (7) 5 
۲ ِ ۳۲۰ ۷ 
۱-۲۱ مت( برس( )1 
و از آانجا؛ 
(۱- ۲ ۲۷/۲۰/۷ (۱--۱/۲) ع- ٩‏ 
واحد سطح ۴۱/۲ -- 
نمر .ین 


٩‏ ءطلوت است محاسیهُ سطح دافم بین محور پوها ودو حطس حت و 
و ۲ << زر و هريك از منحتیهای زبر : 


الف (۱()6۲ )لو پا ۲ وود پوت و 
ج- ۸و وت بو دا ۴۴-1-۵۷۲۱ -< و 
و ۳ مطلوب است محاسیة سطح محصو رز سس مح<ور و ها ودو خطه ست و 


1 
۶ و هر رك از منحنیهای ۳ 


ت جزء را بثر مب از چپ به زاست ۰ ۰ ٩‏ و٩‏ 


تب ۷/۷ بج 


0 سل ور ۲ و ع< ۲ بات ۱ ۳ ونن د ۷ 


+ 


۱ 
ِ 0۷۲ سس ز ۲ 882 حد ۲۷ د. و0 سب ۷ 


1 
هت ۳ ر 2 ۲ 3170 و و عد 7 


۳ اولا ثابت کنیه که منحنیهای نمایش 4-۲ وبا وه و و 
۲-۱ رح ب هرکدام يك سهمی است »و مختصات دآس هريك دا تعیین و 
آنها دا نسبت به يك دستگاه مختصات دسم کنید . ثانیاً مختصات نقاط تقاطم 
دو مثحنی و سطح م<صود بین این دو منحنی راحساب کنید. 

۴ افر ۸ و (1 تقاطی اذمنحنی ۲۲-1-۱۷ -- ۲۲ ت ۲ باشند که‌دد 
نجا مماس برمثحنی موازی و( می‌باشد » تمیین کنید: اولا مساحت سطح 


۳ ۱ 
محصو ز بین وی ( ۸ و محورهای مختصات و خط سس بو رآ . ثا نیا مساحت 


"سطح مجعه رد تین قوس و و ثر ٩‏ ۵ را. 


۲ ۲ 
ت . ‌ِ / 
8 سس مساحت سطح محصوز تن دو منحيي ِآ» ک و ۳ را 


حساب کنید , 

اولامتحتیهای نمایش‌ممادلات ۴٩‏ س< ۲ و ۲۲ - ح< ۲ رانسبت 
به يك دستگاه دومحود مختصات دسم کنید . ثانیاً مساحت سطح محصود بین 
] نهار احساب کنید . 


زر 


7 
را د سم کنید ۲ تس سطح محصو ر مین حط 7-۱ ۲2 << ۲ و منحنی (ن)) و 
- اولا مطلوب است محاسبةً ضرایب ۵ ؛ ظ و 6 بقسمی که رس 

دهمی ع 1 درو -۲-1 »ره ع و نطهُ (۱- و ۲) ر و نقطهٌ تلاقیش بامحود ها 


به عرض۳باشد. ثا نیا منحنی نمایش تابم ۲-۲ و۴ - ۲ جع ۲ رل همم کنید. 


2 
-۱۸۳- -۱۸۲- 


بدست آقزنقع انا یی ات تأبم سرد - بو دا تمیین کنید و 
را پنویسید و مساحت سطح میان منحنی و وتر ۲ هر دا حساب کنید. 


منحنی ()) تماعن این تغییر ات دا دس‌کنید . ثالثا مساحت نطح محصود 

۹ اولا شرایب و و ط را طوری حساب کنید که تابع : بین منحنی ‌( و محور ها و دو خط ه -- و و 7 و را حساب کنید . 

0 و 2 م۲ هت ۱ 
( بامممو سل و) عد بودر ازای __ ماکزیمم یا مینیمم و برابر ۱ ۳ منحنیهای نمایش تابهای ِِ«ِ / و یاهب را در 
۳۳/۳ فاصلاً (۲۶ و ه) دسم و مساحت سطح محصود بین آنها دا حساب کنید . 
باشد . ثانیاً منحنی نماایش تاپم ( آرومع سل ۱ ) عد بو را درفاصله 
[][- موارد استعمال توابع او 

7 و ه) رسم کنید و سطح محصود بین‌این منحنی و محود طولها داحساب 4و ی لی 
کنید . در محاسا انداز هُ حجم براعی اژ اجسام 

۰ اولا مثحنی نمایش تفییرات تابع جوم و بو س اعد بو را 
دسم کنید. تا مساحت سطح واقع مأیین این منحنی و محور ها و حطهای 


یر و و را حساب کنید ۰ 


9 مسکله - صفحات متوازی ۳ و م4 جسم مفروض (6) را قطم 


می‌کنند (با در حالت خاص برآن مماسند) . می‌خواهيم اندازء آن 


قست از حجم (6) 
اولا و و دا طودی تعیین کنید که منحنی نمایش تغییر ات تأبع ۳ ۰ 
-- > ۲ ومع 8 < ۲ در نعطه‌ای ده طول صفر 8 حط 1-1-۱ ۲ مماس ان 
باشد : ۳ هنتجنی نمایش تغییر ات تأبم 6 ۳ ۲ ۲ 6۵5 - ۲ را در فاصله ۴ 2 0 ات حساب 
(۲ و ه) دسم کنید . ثالثا سطح محصود بین این منحنی و محورهای کنیم . 
مختصات را حساب کئید , اکر 1 صفحه‌ای 
1 اولامعادله 0 ها ۵17 سل ز ۲ وم راحل کنید : تاش جدول با رت و ۱ ۳ ۲ 
ومنحتی نمایش تغییرات تابع ۱ »۵8 ۲٩+‏ وم صد بو را رسم کنید. #ا لیا "۳ ۱ ۱ 
0 و در طرف دت 
7 ۱ 
مساحت سطح میان‌این مد منحنی ومحورطولها و خطهای -- -< بر و جح »1 ۳ ست به 0 
را ساب کنید. باشف ۲ و ا گر فواصل 
۳- اولا ماد هس ید۲ قوس رنه را حل‌کنید و صورت کلی ۲ و را از ]1 بترتیپ ه و بنامیم (<ع) » چنانچه ظ را 
۱ 4ص اش رت مقطم 
جواهای آن را بئویسید و بخصوص جوابهایی را که بین صفر 29 ۲ می باشند ‏ نابت 2 0 را متغیر فرض کنیم واضح ۱ که اولا حت سطح 
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۱۸۲ 

صفحة 0 با جسم » تابعی از « است. این تابع را (5052 می‌ناميم . ثانب 
حجم منظور » تابعی دیگر از د است‌که آن را (۷)6 می‌ناميم . 

بسپولت می‌توان ابت کردکه مشتق (*)۷ برابر ٩)(‏ است . 

برای این‌کار » اگر به ‏ نموی برابر ۸ (که‌ان را عشت فرض 
می‌کنیم ) بد‌هیم 4 بعنی صفحه را به وضم 60 در آوریم ؛ () ۷ 
نموی برابر ۸۷ پیدا می‌کند . این نمو برابر حجم فسمتی ازجسم (0) 
است که محصور بین () و "() می‌باشد . 

واضح اش ار ٩‏ و ٩‏ شرت حداقل و حدا کثر مساحت 
مقطم جسم با صفحات موازی ۷ در فاصله (۵۷ +۰4 ) باشد ۰ ۸۵۷ 
از حجم استوانه‌ای که به‌قاعدة ,۵ و ارتفاع ۵۷ می‌باشد بیشتر و ازحجم 
استوانه‌ای که به اعد ب5 و همان ارتفا ع ۵۶ می‌باشدکمتر است ( با در 
حالت خاص پرابر | نهاست) . 

> ۷ > ۸۷۲ 5 
با چون ۸۵۷ عشست می باشد : 


و ۱۳ 
حال ا گر نمو متغیر » بعنی ۵ به سمت صفرمیل‌کند ۰ نمو تابم 
بعنی ۸۷ نیز به‌سمت صفر مبل خواهد کرد . اما سس دارای اش 
ز بر | مقدار ان همواره محصور بن ۱ و ٩‏ است 4٩‏ هر دو به سمت 
تن , 


۷ ۱ 


۳ ۱ 


۱ 


۱ 952 


1 


۳ 


۷- جرن مشتق () ۷ برایر()5 است ؛ (6) ۷ "۳ از تا مرای 
اولی ()5 می‌باشد . بنابراین اگر()2) یکی از تابعهای اولی (5)5 
باشد » دارم 

6 ()ع) عد (») ۱۷ 

اما اگر 0۵ منطبق بر ظ (یعنی « برابر ۵) شود » ۷ صفر خواهد 
6 + (6)8 << ه -- (ه) ۷ 

(9)ج) - حح ز) 
(8)) -- ()2) << () ۷ 


.2 
و ازا نجا : 
و بنایراین : 
تفت وی ان فتین از حجم جنم که محصور سن دو صفعه متوازی 
۴ و ,ظ به فواصل ۵ و داز صفحه ]1 می باشد (2<۵) چننن است : 
(ه6-(ط) ۲ ۱ کم 


ازروی این دستورمی توان فسمتی از حدم مك چم راکه م<صور 
بسن دو صفحهً متوازی می‌باشد حساب‌کرد ؛ به شرط اننکه اولاً وان 
(5)0 مساحت مقطم آن جسم را با یلك صفحه ء برحسب ۶ فاصله آن 
هزوح ات یکیو ات ان اس ال ها 
(5)2 بدست آورد . 

تمصره - برای سرولت در استدلال فوق » صفحه ]1۷ را طوزی 
نتخاب کردم که ۵ و و ط مثت باشند . باساتی دیده می‌شود که وضع 
1 و در تیحه علامت 2 و : و ظ ۹ در استدلال فوق ندارد . 


3 استفاده از ۱ شد » می‌تو ان حجم 8 قسمتپابی از حجم 
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بت ۱/۳ بت 


اجسامی از قبیل مخروط و هرم و منشور و بطورکلی شبه منشورها و نیز 
هعضی از اجسام دوار را حساب کرد 
مثال - محاسب حجم هرم - با فرض‌اننکه ساحت قاعده هرم؛ 


۸ 
۳ می‌دا نیم که هر گاه هرمی را 


با صفحه‌ای به موازات فاعده فطع کنیم» نست مساحت مقطم به مساحت 
قاعده براپر فست مر بمپای فواصل مقطع وقاعده از رأس می‌باشد » پس: 
(سط) . ۸۵۲۲ ٩‏ 


تست وس تست هب 


هش ظ 


ظ وارتفاع آن ط باشد,می‌خواهیم 
حجم ان را حساب کنیم ۱ 

هرم را با صفحه‌ای موازی 
قاعده 3 قطم می کنیم . فاصله ان 
صفحه را از قاعده ۲ , و مساحت 
مقطع‌را 5 می‌ناهيم. اولا می‌توانيم 
5 را برجسب ۶ جاب کنیم » 


و از آنسا : 


انب می‌توان از (505 تابع اولی‌گرفت ۰ چنانچه‌آن را به (605 
پنمابافیم » خواهيم داشت : 


۳ 
لک رز (»)) 


|۱2 


-۱۸۷- 


از این رو حجم هرم با ۷ چنمن اشیت * 
()و ع)سن که (۵ 06 )۲۷-6 
۳ ۳ 
مر دن - اندازه؛ حجم هرم ناقص شکل صفحه قبل را برحست 3 > 


2 1 حساب کنید و از روی‌آن دسنور جوم هر م ناقص را بر <ستا مساحتهای 
قاعده‌ها و ارتفا ع آن بدست آودید . 


۸ - محاسبكً حجم بعضی از اجسام دواد - فرض می‌کنيم که 
() و در فاصلةٌ (ط ۰ ع) همین و متصل باشد . می‌خواهيم اندازه 
حجم جسم ۳۳ حادث از دوران سطح محصور بین منحنی (*)21< 7 و 
محور ۲ ها وخطوط و و ود بر درحول مور عدها راحساب‌کنيم. 

ا کرصفحه ثابت ]1۷شماره ۶ 
را صفحه مار بر() و عمود برمحور 
6 ها تم ۱ نقر جر پوان 
حادث ازدوران ؛ باهر صفحه‌موازی ۶ 
1 دایره است و سطح آن را 
برحسب ۱ می‌توان حساب کرد . 

بخصوص‌مساحت سطح مقطعی 
که بهفاصلةٌ بد از () رسم شده برابر 2۲۲ یا "[(1)2]* می‌باشد : 
110 70۲ << (۹)6 

س اگر (620۶ یکی از تابعپای اولی (50۶ ؛ با "۳۲7 باشد » 

اندازه حجم منظور همان : (2)98)--()2) می باشد . 


مثال. اندازه حجم حادث از دوران سرطح محصور بسن منجتی 
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۷/۱۱ مت 


- ۲ د خطپای ۵ س<- ور ٩‏ 72-۲ 2 درحول محجو زر هرا را ببا بسك ۰ 


۱ 


چون 9 < ۲ ؛برطبق 
دستور قوف دار م ۱ 
7 - ۲ ۲7 7 
. حال بان از و 17و تایع 
ادلی بگیریم . هما نطور که 


می دا نید آن را ده صورت 1 


0 


1 


مبي نو سیم وتابع او بی بعنی (<) ) جسن می‌شو د : 
۲ بد) ج (م) 06 


و حجم مطلوب چنین بدست میآ بد : 


(0)) - (7)) عد ۷ 
م 13 
ورن سه)س (و ]کت 


مثال ۳- حجم کره - 
دوران سطاح یكث مدا یره 


در حول ۳ حخود بدست 


5 اوره ۰ 


قطر مزبور را منطبق بر محور ها و مرکز نیمدایره دا مبدا 


| 
۳99 تا 


69090 


۱ جت 


مجتصات هی بر دم وشهعاع دا دره و 1 می ناهیم ۰ 


بافرش 5 تمد بر ه بالای مجور ۳ داشد 6 معادله‌اش چسن 


است (جرا؟) : 
۲ ۷/1۲ + عت رو 
۳ ( اج ۲و 
و از | نجا : 


۳ 


( )۰ - )6 
2 محاسیه حجم کره چسن ای ۶ 
4 
[ر 3۳  ) 1٩۳4+‏ (س 13)]ع (3] )6 - (6)18 عد ۷ 


۲ 
ِ 


نهر .نن 


۹ جییات رف اندازءٌ حجومی راکه از دوران سس محصو رد بن‌هر مش 
از منحنیهای زی وخعطهای ۲ -< و و ۱ یو , در حول محود رهاحاصل 


می‌شود : 
الف - ۳- ست ۷ 
ب-_ ۴-۳ آ پات زو 
ج - ۱/۷4۷ < ۲ 


ی ۲۳ مطلوب است اندازة قشو بخا وت از دور ان سطح مج و ر بی‌هی رلث 


از منحنیهای زیر وخطهای ه و و بو ر در حول محود )1 


سب 
الف - م2 
شاب 1-۱ ونم سد ۲ 
۹ 6 سس زا و 2 ۲ 


ی ۳ سطح محصود مادن سهمی و۲ سس ۱ ۲ 7 و محوري‌ها را درحول 
محو در ها دو ران هی دهيم انداز؛ حجم ضا صا: | تاد آور ید ِ 
۴ مطلوب است محاسبهٌ حجم حادث از دوران يك بیضی به معادله 


2 ۹ 
۳ درحول از محودهای حود. 


هاولا منحنی‌نمایش »زوم -<- ۷ را درفاصلة 3 و ) رسم کنید. 
ثانیاً مساحت سطح واقعم بن این منحنی و محود پوها دا حساب‌کنید . 
الا انار حجم حادث از دودان این سطح در حول محور »ها دا بدست 
آودید . 


9 اولا" سومی و۲ او و خط وا و دا رسم‌کنید . ثانباً سطح 


محصور پن سهمی وخط دا در حول محور بوها دوران می‌دهیم ؛ | ندازهحجم 


حاصل را حساب دی ۴ 
سب 
۷-اولا مطلوب‌است تعین‌مکان هندسی ‏ ۷ و دسم آن مکان , 
۳۳ 


انیا حساب‌کنید مختصات نقاط تقاطم خط ۸۵۸ به معادلةً : 
۱ و(۱- ۲/) <- 9 دا با مذلولی (11) به معادلة ۱ات "و . 
الا حساب‌کنید اندازه حجمی دا که از دوران سطح محصود مابین (۲۲) و 
۸ درحول محور بوها حادث می‌شود . 

۸ _ اولا چ را در تا بع 1 -- ز 517 3 عت 7 خاونع: تس نیت 25 


اندازء حجم حادث از دوران سطح محصود ین منحنی نمایش آن و دوخط 


|۱2 


- ۷۲۹ 


سح و و س د بو در حول محود ها براآیر و باشد , ۳1 
منحنی »602 -- ک داو عد ۲ ار | در فاصله (۲۷ ۰ ه) دسم کنید و مساحت سطح 
محصور بین آن ومحور 7ها و خط ۷*۲- - ۲ راحساب کنید. 


4 هرمی به‌فاعده دادتفاع ط دا ۰ با صفحه‌ای به مواذات قاعده 


و ده فاصله ۹ از ری ۰ قطم می کنیم . حججم هرم کوجك را دور حخست زا 
حساب کنید . 


0۰ تحمیق‌کنیه که اندازه حجم عرقچیثی به ادتفام ط از کر به 
۲ 
شعاع 1٩‏ برابراست با («- ۳) 3۳ 


0- نیمکرءای به شا ع 1 دا با صفحه‌ای موازی قاعده و به فاصله 


کروی حادث دارای يكث حجم باشند . 


نمر بشهای تر کیبی 


ا اولا در تابع ۳۲و( دج + یر و ضرایب و و پٍ و : 
دا شمی تعیین کنید که ۷ به آذای ۱- یو صفر و به‌ازای ۷-- حت بو 
ماکزیمم یا مینیمم و برابر ۱ باشد . ثانیاً معادلاٌ هدب را حل کنید . 
الا جدول و منحنی تفییرات تابع (۱ و۳ + عد)(۲۱+->) و دأدس 
کئید وبافرش آنکه کر و (1 نقاط منحثی به طولهای ۲- و ۱- باشند ‏ 
مساحت سطح محصود بین قوس و و وتر3 ۸ دا حساب‌کنید . 

۲ اولا و و و دا بقسمی تبیین‌کنید که خط ۵ - »ردب مجانب 


یمد بات ات کط ۲ و۵ . 
۳ ۲ 

و دا ممین‌کنید و متحتی (6) تمایش تیدا ور که 
1 ۲ زا معین سید و (ی)) یش آنهرا د سم کنید 10۶ 


سب 
الف - م2 
شاب 1-۱ ونم سد ۲ 
۹ 6 سس زا و 2 ۲ 


ی ۳ سطح محصود مادن سهمی و۲ سس ۱ ۲ 7 و محوري‌ها را درحول 
محو در ها دو ران هی دهيم انداز؛ حجم ضا صا: | تاد آور ید ِ 
۴ مطلوب است محاسبهٌ حجم حادث از دوران يك بیضی به معادله 


2 ۹ 
۳ درحول از محودهای حود. 


هاولا منحنی‌نمایش »زوم -<- ۷ را درفاصلة 3 و ) رسم کنید. 
ثانیاً مساحت سطح واقعم بن این منحنی و محود پوها دا حساب‌کنید . 
الا انار حجم حادث از دودان این سطح در حول محور »ها دا بدست 
آودید . 


9 اولا" سومی و۲ او و خط وا و دا رسم‌کنید . ثانباً سطح 


محصور پن سهمی وخط دا در حول محور بوها دوران می‌دهیم ؛ | ندازهحجم 


حاصل را حساب دی ۴ 
سب 
۷-اولا مطلوب‌است تعین‌مکان هندسی ‏ ۷ و دسم آن مکان , 
۳۳ 


انیا حساب‌کنید مختصات نقاط تقاطم خط ۸۵۸ به معادلةً : 
۱ و(۱- ۲/) <- 9 دا با مذلولی (11) به معادلة ۱ات "و . 
الا حساب‌کنید اندازه حجمی دا که از دوران سطح محصود مابین (۲۲) و 
۸ درحول محور بوها حادث می‌شود . 

۸ _ اولا چ را در تا بع 1 -- ز 517 3 عت 7 خاونع: تس نیت 25 


اندازء حجم حادث از دوران سطح محصود ین منحنی نمایش آن و دوخط 


|۱2 


- ۷۲۹ 


سح و و س د بو در حول محود ها براآیر و باشد , ۳1 
منحنی »602 -- ک داو عد ۲ ار | در فاصله (۲۷ ۰ ه) دسم کنید و مساحت سطح 
محصور بین آن ومحور 7ها و خط ۷*۲- - ۲ راحساب کنید. 


4 هرمی به‌فاعده دادتفاع ط دا ۰ با صفحه‌ای به مواذات قاعده 


و ده فاصله ۹ از ری ۰ قطم می کنیم . حججم هرم کوجك را دور حخست زا 
حساب کنید . 


0۰ تحمیق‌کنیه که اندازه حجم عرقچیثی به ادتفام ط از کر به 
۲ 
شعاع 1٩‏ برابراست با («- ۳) 3۳ 


0- نیمکرءای به شا ع 1 دا با صفحه‌ای موازی قاعده و به فاصله 


کروی حادث دارای يكث حجم باشند . 


نمر بشهای تر کیبی 


ا اولا در تابع ۳۲و( دج + یر و ضرایب و و پٍ و : 
دا شمی تعیین کنید که ۷ به آذای ۱- یو صفر و به‌ازای ۷-- حت بو 
ماکزیمم یا مینیمم و برابر ۱ باشد . ثانیاً معادلاٌ هدب را حل کنید . 
الا جدول و منحنی تفییرات تابع (۱ و۳ + عد)(۲۱+->) و دأدس 
کئید وبافرش آنکه کر و (1 نقاط منحثی به طولهای ۲- و ۱- باشند ‏ 
مساحت سطح محصود بین قوس و و وتر3 ۸ دا حساب‌کنید . 

۲ اولا و و و دا بقسمی تبیین‌کنید که خط ۵ - »ردب مجانب 


یمد بات ات کط ۲ و۵ . 
۳ ۲ 

و دا ممین‌کنید و متحتی (6) تمایش تیدا ور که 
1 ۲ زا معین سید و (ی)) یش آنهرا د سم کنید 10۵ 


پمال ناه 
۱5۷ 1 


الا از نقطهٌ ر به‌طول ۳ واقم برمنحنی ()) خط ,(] داباضریب 
زاو یه‌ای00 و خط )1 راعمود در ۱ مر ود. مي‌دهيم 5 دهء‌حنی (ر6) را در 
تقاط ۷ و ۱/۳ قطم کنند . مختصات نعطه ۳ , وسط ۷ را در حسب 
و حستات کنید و معادلهُ عکان هندسی ظ[ را وفتی که 1۷ تفمسی 


می کند بدست ]ورده و آن را رسم کنید 3 


۰ ۱ ۳ ۲ 
۳ اولا درتابع ۵۲-۳ > بومتادیر و و ط دا بقسمی تعیین 
کنیدکه عنحنی نمایش‌تغییرات آن با محور‌وها ممای و قطا _ ۰ مر کز 


۱ ۳ جدول ومنحنی نه‌ایش تفییر ات ناب ۲ وت بو 
را سک تالا در وجود نقاط تلاقی منحنی فوق با خط 990 حد بو بر حسب 
مقادیر بارامتر و بحث‌کنید ؛ واگر خط , منحنی را در دو نتطك, ۷۲ و1۷ 
قطم کند , مکان هندسی نقطهٌ وسط خط م۷ ]۷ دا نذست افوتقر وا نبا پیدا 
کنیه مکان هندسی نقاطی داکه اذ آنها می‌توان دومماس متامد بر منحنی 
وک سم گرد 


نیمدایره‌ای به قط ۲۲۰ -< (] ۸ مفر دض است و ز) نقطه‌ای است 
متغیر از این نیمدایره . مطلوب است محاسبهٌ مجمو عاحجام حادث ازدودان 
قطعات ۸ )۸ و ۳00۷۳ (]۷[ دوی قوس ۸6 و ۷ دوی قوس 6۳ 
است ) حول قطر 4[ هر ؛ و به فرش ۲ -- 18 منحنی نمایش نغییر آت‌این‌حجم 
را دسم کنید. 


۵ تیم اس سس و که در آن و و متادس تا سمند , 


مفرو ض است مُ ب‌فرض آ نکه 2۸ هشمق اول و دوم ادن تأبم باشند 1 
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نب ۲ ۱۳۷ نب 


1 ۱۲ 
تحقیق کنید که اندازء عبادت ۳ 


ثا بت است. 


بو ی 1-0 و[ -- ۲ یر 
لب مقداد ج دا پسمی نمیین کنید که کس او «سص9 لب 


بین۳- و ۳ باشد و به اذای ۱عد و[ منحنی نمایش تغییرات آن‌کس 
را سم کنید. 
_- اولا" منحنی نمیش تعتی :ان تأبع ۳ رسم کنید : 
ویو ۲ /۱(۰۳ ۲۸۲۲۳ << ۲ 
ثانیاً به‌ازای چه مقادیر بو نامعادلهٌ ذیر‌محفق است ؛ 
ول وت یو 2-۳ <<(۱ +۲۲ 


پاپ دو محود عمود برهم ۲۳0۲ و ۳۳0۲ مقروشند . روی 0 


۱ 
بتر تیب دو نقطه هر د ظ به طواهاکه مه" و ۳ و دوی 0۷ نعطة مثغیر ]۷ 


به‌عرض 7و ر | اخثیادمی کنیم. اولا 98 دا پر حسب 7و حساب کنید . 
ثانیاً وقتی که بو تفییر می‌کند » تغییر ات ۸1۲ را معین کر ده منحه‌ی آن 
را دسم کنید و تحقيق‌کنید که به ازای همه مقادیر ۲ منحنی تفییرات فوق 
متعلق به ۸ و است . 
۳- »و 
ای 

۹ ‌ 1-1-۱ ۲ 
تابم مفروض به‌ازای ۱-- یو دارای مینیمم است ومنحنی نمایش تفییرات 


1 مقروض است . اولا" تحقیق کنید که منحنی 


آن دا رس کذید با به ازای چه مداد صحیح و مثبت زر تسابم ۷ عدد 
صحیح خو اهد بو د ‏ 

۰ مب دبع دایر؛ لا به‌شعاغ 10 خ[(0-<- ۸() و نقطة متیر 
7 پردوی آن مفروش است . تقاط ۳ د () تصاویر]۷بردوی 013 و 0۸ 
می‌باشند . بر‌حسب جای نقطة ]۷ مطلوب است اولا محاسبهٌ طول ۷۳ و 
ما نبا حجم حادث از دوران ذُوذنهٌ 00۳۷۸ حول 00۸ . منحنی‌تغییرات 
اين حجم را به‌ازای ۱ 1۸ سم کنید ۱ 107 


و 


۲ ۲ 


4 ۰, 


مجهول ۸ همو اده دارای دو دشه‌است (هر حه باشد 36 4 / : 2 ود ). 


م 
۳ منحنی نه‌اأیش ۲ »در بو را دسم کنید واز يك نءطهٌ ]۷ درصفیده 
محورهای مت | رت 1 مماسهایی برآنن نی بکشید و در تعد اد جوا بها سر 


۳ از دوی تغییرات ی بیدا دنیدشر ابطی داکه باید و » 


و م داشته باشند تاآانکه و و "عز دیشه‌های معادلةه دی + وا 8۱ 
به وضع > >> باشد. 
(راهنمایی : هنگامی که > بین » و 2 باشد بو مثبت است) . 
۱-۴ دا چنان نتخاب‌کتیدکها کز یمتا پم (۲ -۲-1عو(۱ مس :() مس موس و 
دو با بر‌مینیمم آن باشد. 


4 


۵ منحنی امایش تفییرات تاأبع پورارسم کنید . خط 


6 

و 
یر مشخمی که اذمبداً مختصات دسم می‌شود منحنی دا در دو نقطهٌ دیگرقطم 
می‌کند . آیا می‌شود این دو نقطه قرینه یکدیگر نسبت به مبداً مختصات 
باشند » خط را سمی انتخاب‌کنید که این دو نقطه و مبداٌ مختصات و نفطه 
تلاقی آن بامجا ف منحنی يك دستگاه توافتی تشکیل دهند. 


۸ سل 1-۲ 112 


مات 01 سل ز 100 -- ۲ مر ۱ 


در ازای هر 


مقدار ۲ دو مفقدار +6 ٩‏ با بدست می آ بد ۰ را جنان انتخاب کنید ٩5‏ 
کل به مقداد و بسنگی نداشته باشد. سیس درشکاهای مختلف مجنی نما یش 
تأبع در <سبت مقادیر مخلف 112 بحث کنید ( بدوت <ساب کردن) ۰ تحهیق 
کنر که ربشه‌های مشتق فر بنه بکد‌یگر ند ۰ 
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و 


سا و و 6 
سل 
بین ما کز یمم و مینیمم اف تابع دا بطه مستقلی از 10 و جود دارد ۶ ۳ را 
قسمی انتخاب کنید که ماکزیمم و میئیمم قرینة یکدیگر باشند و به‌ازای این 

مقداد 00 منحثی نمایش آن دا دسم کنید . 


۲۷ مفر وش است . 


یحز نماه تس ات تا 7-۲ ») | شم کتنق 
۸ منحنئی س ثعییر اب (س)آ و ۳ ۷ 2 دسم يف و 


در معادله > ۲ برحسب پادامتر 170 بحث کنید . 


ب 6 -- و 

0 ولا منحنی‌نمایش تغییرات تاپع اسآ 
از آن رو ثابت کنید که معا دله 0 جح زو سل ۲ و وس وکا دارای سدد یقه 
است (هر جه باشد مقداد جور) . ثانیاً وور دا نان انتخاب کنید که یکی اذ 
ریشه‌های معادله برابر و باشد و دوريشةٌ دیگر آن ‏ و ع دا حساب‌کنید. 


۷ را دسم کنید و 


سابع وس 9 مفروض است . اولا" تغییرات تابع 
را ممین‌کرده و منحثی (0) نمایش آن دا با ممای بر این منحئی در مبداٌ 
مختصات دس‌کنید . ثانباً اگر ,8 و ,]1 نقطه‌هایی به عرض ده اذ ن) ۰ 
و.۳ و ,۳ تصویرهای آنها روی ی باشند ۰ مختصات مر کز مستطیل 
۷۳۰ ]1۷ را حساب نید 0 ات کنید 5 دايره محیطی عتت‌طیل 
فوق همواره بريك دایر؛ ثابت عمود است . 


۱ ۱ 
۹ ولا" منعنی (6) نمایش تفیبرات تابع وت وی را 
رس‌کنید و از نقطاٌ (ه و ۱) هر مماسی برمتحنی (6) دسم‌کنید و نقطه‌مای 
بر خودد این ممای دا با مثحتی بدستآودید. تا نیا این‌مذحنیهارا در ازای 


مقادیرمختلف و دسم‌کنید : عد 7 و تقطه‌هرای 


۱ 
۳ ( اس و ۲-۲ )2 
بر خورد آ نها را با خی به شیب حط که از ۸ می‌گذرد از روی شکل بیدا 
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نب 


۲۳ ولا عدد # دا قسمی انتخاب کنید که تفاضل مان ما کز یمم و 
۲۰-۵ سل جر مس 


۹ ۲ برایر ۸ باشد , در این عورت 


منحنی نمایش تغییر ات تابم دا دسم کنید انا هندا متصات: دا هش ک 
تقادن منحنی تابع فوق منتقل کنید و معادلهٌ این مثحنی دا در دستگاه جدید 
و ازدوی شکل طو لهای تقاط تلافی دا با اعداد ۱مت و ۲ معایسه کذید . 
اقا ۱ زر و ۲ 

٩۲ ۲-۲‏ ۰-9 
درصور تی که 3 / تصسمی ققن دنت وه 1-۲ 1 برآسر تلد ثابتی ها فتل 2 
باشد تعیین کنید. 


۳- تنییرات‌توابع را 


اک . - آع برد هام که و یی 
ی دانیزهنگامی که »د و 7 بقسمی تغییر کنند 


اه ۱ ۲۲ 


۴ تأبم سس سر مفروضش است . او لا" منحنی(6) مایش 


تفییرات تأبع و دا دسم تعق. و با از نقطه‌ای به طول ۱۰ از این مثحنی 
خطی ۳ طّی بب زاویه‌ای 0 د سم می کنیم . نفقط‌های بر‌حورد این حخط حط را وا 
منحنی (6) معین‌کرده بحث‌کنید . نقاطی از منحنی (6) دا بدست‌آورید که 


مات ما عزههای دوس اف 

۵ مادلا )۲ یر( +)۲ + آیر 4+۷ ععد مفروض است. 
اولا معادلهٌ مفروش دا بر‌حسب مجهول و حل‌کنید د معین کنید به‌چه شرط 
معادلهةٌ حاصل دارای جواب است ؛ ثانیاً منحنی نمایش تفییرات تابم > اذ 
متفیر 1 دا دس‌کنید. 

۶ دایر.‌ای به شماع ۲ و به مر کر ز) و هماس بر خط (1 در نقطة 
() مفروش است . از نقطهٌ 10 داقم بر خط :6 دو مماس بردایره دسم 
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-۱۹۷- 
می‌کنيم تا خط ( را در نقاط هر و ۸۱ قطم‌کنند . به فرض آنکه »- 600۸ 


۳۱ باشد 4 او لا" مقادیر 0۸ , (۳() و 4 ۸ زایرحسب ۳ 9 2۸ 


یت ففت 


تخسانت کنو ات ژ 1 - ۰۵13 تالا حول تس ات 


ومنحنی نمایش تفییرات ۷ محیط ۹ پب دا وقتی‌که »و تفییرمی‌کند 
ر سم کنید! ومئلت را درحالتی که / هینیهم ا بت تتتون کنیف 
سل وج ۲ ۲-1 > 
بسح << فر وش است . 
بش ای و۲ 5 ععر دس 
او لا" جه راطه‌ای بین دو پادامتر و و باید برقراد باشد ۷ | نکه 
مادیر ما کز یمهم ومینیمم تا بم فوق دو عد ۵ قر بتّه با شند ٍ 
کنید ومنحنی نمایش تفییرات تابع دا دسم کنید . 


۰ ۲-۴ و 
۸ اولا" منحنی ()) نمایش تفییرات تایع ۲-۷ را دسم 


کنید . ثانیاً مختصات نقاط تقاطم خط ه ح ۴- بو و۳ را با منحنی 
بدست آ ودید . تالا ای خط فوق منحنی را پتر ثیب در نقاط ۸ 12 و( 
فطع کند 4 «مطلوب اشیت تعدن مختعات نطه 8 مرده ج توأفتی ۱ نسیت به 


دو نفطهٌ ۸ و ب). 


۹ مثلت‌فا ی ال اد متساویالساقین ۸36 (0 3-۸ ۸) به‌ضلم 
۱ حول ۸1۲ دوران می‌کند . از نعطه (] روی اد تقاع 4 ۸ به فاصله 
>« -- (] زر صفحه اک موازی قاعده دسم می‌کنیم 4 مطلوت است ما سبه 4 
تیم که سامت سطح دابره معطع به سطح کر ه ره فطر ([ ۸ مساو کع] با شد . 
برس[ بحث کنید . ۱ ممحئی تغییر ات 1 را رسم‌کنید . 

ی 

۲-۱ 1 
رس کنید. ثانیاً ثابت کنیدکه شرط لازم وکافی برایآنکه سه نقطع(ٍه منحنی 


۰ تا بم مر وض است. اولا" مثحنی تفیبرات آن دا 


۱٩۸ - 


با طولهای ,»و ۰ ,د و ,و بريك خط داست واقع شوند این است که : 
هم ب 6 پر سل ومع هر باشد ثالثاً از نقطهُ بر به طول‌ووافع 
بر منحثی می‌تو ان دو مماس غیر از مماسی که در ۸ دسم می‌شود بر‌منجنی‌دسم 
کرد. ثات کنید که طولهای تقاط تماسد یشه‌های معادلة ه حد ۱و او 
است . اگر نقاط تماس دا ]1 و ۷ پنامیم . مختصات نقاط تلاقی خط 1۷ 
را با منحئی فوق بدست آورید و مکان هندسی دسط ]۷[ دا پیدا کنید . 

۸ ممعادلة و جح ٩‏ - 9 2 مور ذش است. اولا" ۳21 
مجهول و »ز دا بادامتر بگیرید و در وجود و علامت دیشه‌ها برحسب 1 
بجث کنید , انیا و دا پررحسب و پیدا کنید و دوتابع ۷ دا بر حسب عو دسم 
کنید و بجث قسمت اول دا از آن نئیجه بگیرید . الا اگر خطی موازی 
محود ها منحنی دا در دو نقطة ,1۷۱ و »۷۲ قطم کند , مطلوب است مکاث 
هندسی وسط ,]۷ ]1۷ . 

۴ نیمدایره‌ای به قعار ۸-۲۲ و به مر کز ۵ و وتر"]اظ 
به فاصلهٌ عد از ۸۸13 مفروض‌است. مماسهای مرسوم از ۲ و "و1 برنیمدایره 
نگنسگن دا در نقطةٌ ٩‏ قطم می‌کنند . مماسی موازی "73" هر بر نیمدایره 
رسم مي‌کنيم تا دومماس ۸۳ و 8۳۳ دا در نقاط 6 و (1 قطع کند. مطلوب 
است : اولا محاسبهٌ ,۷ حجم مخروط حاصل از دوران مثلث "۸۲۳ 5 
حول (0. 

ثانیاً محاسبهٌ حجم حادث ازدودان ذوزنمهٌ 6(] ۸۰۲ حول50. 


۷ 


َ ۳ 
ثا لا منحنی تغییرات رابه‌ازای ۲ -- 1] رس کنید. 

۳ - تأبع (۱حت )و0 سس ات چات ۲ ه در آن 10 بادامتری 
می‌باشد مفروض است . اولا" به‌ازای مقادیررمختلف ووو ددشکل منحنی نمایش 
تابع فوق بحث کنید و مداد دا جنان دا کنید که منحثی بر محود رها 


میای ‏ ما در ازای این مقادیر و منحنی نمایش تفیپرات آن را 


1 
952 تفت 


ی 


رسم کنید ۲ تا به‌از ای 7-۳ 1 مقدار عددی دطح ب<هصود بدن ماحنی تا بع 


فوق و محور ها دا با تقرببی مت از ۱ بیدا کنید . 


۴4-۵ وت 
۴ تایع ۱ 


اولا" متحثی نمایش قتی ات 2 رسم کنید . انیا دو نقطه کر وا 
روی منحنی می‌توان یافت بة‌سمی 4٩‏ ءرضهای آنها ۴ باشد » ۱ 
۸ و هر را حساب‌کنید و سطح مذلت ۸۰ 0۸ دا بدستآودید . ال اص 
و1۸ قاط تقاطع خط و بو با منحنی مفروض پاشد » مطلوب است 
محاسبهٌ مر بم(توان۲) سطح مجلث "۷۱ ۷۲۲[()-- 8 برحسب و ونعیین منحنی 
نمایش تغییرات آن برحسب متنیر ط. دابماً تحقیق کنیدکه از هر نقطة منحنی 
تنییرات  ])((‏ "5 دو مماسی مي‌توان بر محنی دسم کرد . مطلوب است 
تعیین نقطه‌ای ازمنحنی که مماسهای مرسوم برهم منطبق شو ند. 
. ۴6 روی »0 اذضلم زاوية » ع< بو( ويك طرف نقطهً () دوطول 
و 0۸ و را -- ((0 (وحر) و نقملةً متنیر ]۷ دا دوی <() بعسمی‌که 
بو 0۷ باشد اخثیار می‌کنيم . اولا" مطلوب است محامپة لا بقسمی 


۷ مرول ات ۰ 


که (1ز باشد ( هر متداری است معلوم ) . برحسب 0ه رحث کنید : 


۲ .* 
۱ ۱ و ۸ 
انیا اگر > "]3() و "بر ۷۲۳[() مقادیری اذ > باشند سبت و ۱7 
به ازایآ نها ما کز یمم ومینیمم باشد , مطلوب است محاسبٌ > اد عا۳- ک 
بر‌<ست 8 ظ و ۵ ۰ ما لا منحنی تغییرأت بو را برحدب > درحالتی که 


۳98 و __ دأشد رسم کنید. 


3 ۰ وت ۱ مسج مب . ۳ تعداد 
۳۶ اولا تغییرات (۱ 266-7 سد ۲ را ر سم کنید با در تعد 
ربشه‌های معاد له هت ۲(۲ - ) سب (۱ا )0 یر <سب متادیر 8 
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۱ شرس 


۱ 
معادلة و ست ۱ سا ست : 
۹ ۱ اس ۱ ۳ بو رون 


۷۹13 هت نقطه‌ای ۸ ری 1۷ در سطاح محورهای مرها رت 7( ا تست 
مفر وض‌است. مطاوب است وضع نقطه ]1۷ بر ای | نکه ؛ 
او لا متادله دارای دو دیشه متساوي باشد . ۱ معادله دارای دو 


ر دش منمایز و ۱۱ باشد , 0 ۳ ٩‏ ۰ 1 هر دو میت دأشد : ات 


که در آت با مجهول 


۱ ۳0 
-- ۷ 
را وقتی که ون از مم ب تاوه لد تغییر کند » دسم کاید 


به‌فر ‏ ۲ < رو ۱ عد ب مذحنی تفیبرات تابم ٩‏ -- 


11۲ 7 


۸ سابع ۱-۲ مفر وض است. اولا مقادیر 1 را 
طودی تعیین کنید که منحنی دو مجاب يا يك مجانب موازی محوربو‌هاداشته 
باشد ؛ پا آنکه مجانب مواذی بون نداشته باشد. ثانیاً حدود ‏ را چنان 
اختیار کنید که منحنی نمایش تابع فوق دادای ماکزیمم يا مینیمم باشد؛ یا ]نکه 
در يك جهت تفیبر کند 


۲ -- 1 رسم کنید ۰ 


. ثالثا منحنی نمایش تنییرات تابع دا به‌ازای 
داتس ار خطی مانند وت بو منحنی دا در دو نقطه 
,۹ و ,۷۲ قطم کند و ,۳ و .۲ تصاویر ,۷1 و ]۷ بر دوی محود 
باشند , برحس 1 مختصات مر کز «ستطیل ,۳,1 ۷1,۷1 دا حساب کنید 
و ثابت‌کنیدکه دايرءٌ محیطی این مستطیل همواده به ازای جمیم متادیر ۱ 
هت ام اه فا دا وس 


۳۳ ۲ مفروض است. اولا منحنی 
(ر)) نمایش تغییرات آن دا دسم‌کنید . ثانیاً از نقطه‌ای که منحنی ز) محود 
رها دا قطم می‌کند خطی با ضریب زاویه‌ای 9 مرود می‌کند. در تعداد 
نقاط تلاقی خط ومنحنی بحث‌کنید . اگر این خط منحنی رادد دو نقطهدیگر 
مانند ,۷ 9 ]۷ قطم گنف , مطلوب است تعیین دابطه‌ای مستقل از جر بین 
طولهای ,]۷ د ۰.۷ 


۷ + 
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۵- ممادلة ه -- ( ۴/۷۰ 4 و(۵ -۳۸)- و( -۱) که دد 
آن > محهول و ] یادامثر می‌با ده مردضش ارت . اولا" در وحود و علادت 
ریغه‌های آن بحث کنید . انیا وقتی که هر دو دیثه مثپت باشند آنها را 
طو لهای دوضلم راثا مثلث قائم الز او یه فرط می کنیم , حساب کنید وتر این 
مثلث دا برحس ) و تحقيق کنید که عبارت وتر برحس ) منطق است ومنحنی 
تغییر ات و ثر را برحسب ] دسم‌کنید ( وقتی که ] طودی تغییر می‌کند که دو 
رشه مثبت باشند) - الا شماع دایره محاطی مثلث دا برحسبع حساب کنید 
وتفیبرات آن دا (وقتی که 1 درحدود فوق‌الذکر تغییر می‌کند) بدست آودید. 
همچنین انداذءٌ اين شعاع دابرحسب وتر تعیین کنید . 

۳ 


۹ اولا" متحني نمایش تنییرات تأیع 1 رارسم کنید. 
انیا طول نفاطی اذ منحنی را بدست آودید که در آنجا ضریب زاویه‌ای 
مماس برابر عدد وج باشد (بحث‌کنید) . ثالثاً مر خم (] که موازی نیمساز 
زاو یه ۹ باشد مثحنی را در دو نبّطهٌ ۷97۷ تلافی می‌ کند , مطلوب‌است 
ردم مکان هندسی دسط قطمه خط ۷]۲][ وقتی‌که (1 تنییردضع می‌دهد. 

‌ِ_ اولا" سیت به دو محور مختصات متعامده ۶( و ۷۲() دو خط 
زیردا دسم کنید : 

و س- و ۱ ۷۲ -- ۴ و عت ۲۲-۷ -(- ز 

و ازروی شکل مختصات ۸ نمط تلافی دو خط را تخمن بز نید ۶ بعد 
این مختصات و طول 0۸ دا حساب کنیه . ثانیاً اذ نقطةٌ هر يك خط با 
ضر یب‌زاوبه‌ای مثی (0 -) می‌گذدا نیم 3 حط دو نیم خط >ر() و 0 
را بت تیب در ۳و) تلاقی می‌ کند . طواهای 0۳ دم( را حساب کنیه و 
ببینید وقنی که م9 تغبیر می‌کند مساحت هثاث (۳۵() جگو نه تغییر خواهد 
کرد. اپن مساحت در ازای يك وضع مخصوس ,00 از خط 10 مینیمم 
می‌شود ۰ ,۳,60 دا دس کنید , الا برحسب ۵ ؛ عر بع ارتفاغ ط خادج 
از رس 0 ازمثئلك 0۳۵ را حساب‌کنید و ببینید "و با تغبیر در چگونه 


تغییر می‌کند. ماکزیمم "0 دا بدست آودید. 111 


و بت 


۳ .م مطلوب است تین تغییر ات اب 
تابع مشتق اين تابع و دسم منحنی نمایش این ده تابع. 

ق سه‌جمله‌ایهای ددجه دوم (۲1) به‌معادلهٌ زیر 

۳-۵ > ( ۳1۵۵ سم ۱) روط عد ۷ 

مفروض است . هرسه‌جمله‌ای دد اذای یکی از مقادیر بارامثر 0 بدست 
می‌آید. اولا" در ازای چه مقداد »ا مشتق ۲ نسبت به »زر برابر۱ است؟ آیا 
در ازای جمیع مقادیر هو فقط يك مقدار برای »د بدست می‌آید ؟ ثانياً برای 
هرسه جمله‌ای مشتق ۷ نسبت به »ز درازای يك مقداد # صفر می‌شود . ار 
این مقداد دا زر و مقدادیو نظیر آن دا ۷ بنامیم ۰ کر و ۷ دا بر حسب 
0 و بءدلا دا برحسب ۶ بدست آورید ومنحنی نمایش تغییر ات ۷ دابر‌حسب 
نسیت به دومحود متعامد دسم کنید : 

۵ منحنی_ نمایش تغییر ات تابع ۱/۲۳۲ ۲ را دسم 
کنید ویبینید نتأط تلاقی منحنی بامحود عاها چه خصوصیت دارند . 

اگرو + وی ت لا مجانب این منحنی باشد , علامت ۲ -- #7راوقتی 
که قدر‌طلق عد بینهایت بزد که می‌شود تعبین‌کنید . نقطهُ تلاقی منحنی دا با 
مجا ثب وضریبز اویه‌ای مماس پرمنحئی در این‌نقطه دا بدست آودید . 

8 اولا" مطلوب است شرط لازم و کافی برای آنکه ممادلهٌ : 
ه دی ٩‏ ۲02 ا ورد (2)] اقلا يك دیشه بین ۱- و4۱ داشته باشد. 
همچنین شرایطلازم و کافی برای‌آنکه هردو دیشه معادلهٌ فوق‌بین ۱9-۱ .د 
باق اف نتایج فوق دا ددمورد معادلهٌ ه ۵۲۵ - کا ۵۱ ۲ + بر ۲ 7اه 
بکاد ببر ین (۵ و 0 مفروضند) وثات کنیدکه معادلهُ اخیر همواره داراي مك 
جواب است که در آن صدق می‌کند وتمام جوابهایی راکه دراین معادله صدق 
هی کنند بدست آودید. 

۷ . دوتابم +۲۳ یراع و ۲1 ار ر 


مفر‌وشند . 
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قاس ( 6 ۳ 


اولا بارش معلوم بودن "و و "ی می‌خواهیم و و دا بقسمی حساب 
کنیم که اگر ۷ يك ماکزيمم و يك مینیمم داشته باشد ۰ ماکزیمم بو برابر 
ما کزیمم تابم 2 دمینیمم آن برابر‌مینیمم 2 باشد . 

انیا با فرض برقراد شدن این شرایط مطلوب است تعیین تفییرات 
تابم : ۲-۲ + 0( ۳۲ و ۶ بت کنید که این تابع در ازای دو معداد > 
صفر می‌شود و آن دو مقداد دا بدستآودید . 


, ۴۳ ۱ 
نلاب اولا تغییرات تابع 0 ۷ را تعیینو منحنی 


نمایش آن را رسم 5نید ۰ ثا نیا درشماده وعلاءت ربشه‌های معادله : 


۴ ۱ 
وا اسب بو 
بر<سب اندازه‌های مختلف ( بحث‌کنید. ثالثاً ثابت کنید که بين اعد و "۲ 
ریشه‌های این ممعادله داطه‌ای مستقل از ( وجود دارد و آن دا بدست 


عصر 


آودید . 
1 ۱ 
4 اولا تغییر ات 0 پب_- 6 را نعیین و 
منحثي نمایش آن دا دسم‌کنید . ثانياً پرحسب مقادیر مختلف د[ در شباره و 
علامت د يشه‌های ممادلا : 
۲ 
4۲ سس 9 0( 


بحث کنید مخصو ص بگویید در ازای جه مقادیر 5 این معادله ریشه‌ماعف 
دارد. الا بهفر ض [ نکه معادلهٌ (۱) دارای دو ریش متمایز ۲ و با باشد؛ 


ثابت‌کنید که : 
هط ۳۲ 
بستکی به و[ ندارد و مفدار آن را بدست آودید . رایاً جه مقدادی باید 


۱12 


۱ تن 


به ما داد تا بتوال دوریشه معادله را سیئوس و کسینوی یك زاویه اختیار درد 


و جگونه می‌توان اندازه‌های آن زاویه دا بدست آودد؟ 


0 او لا" بو سمله زد سم منحئی مرش ات تابع سب 6 ۷ 


معین کنید که معا د له << » 


ریشهٌ حقیقی است . کافیا ان نفظه تاطول ۲ ای تج . خطی با ضر یت 
زاویه‌ای 0 مرود می‌دهیم تا منحنی را در ده نتطهٌ دیگر 1۷۲۲ و "۷ تلاقی 
کند. مختصات نقطه [ فسط فقطعه خط ۷]۱[۷۳[ دا برحسب 9 حساب‌کنید و 
مکان ] را بدست آورید و بگویید چه فسمت از این مکان متملق به تقاط 
حقیتی ۷1 و "۱۷ است. 


۳ 


۷- نت ۲ دب دا (ر)) 


می نايم . اولا این‌منحنی دا در ازای مد( رسم کنید . انیا مخصات 
نقاطی از(ر) ) راکه در آ نحا مماس بر منحدی موازی م‌دور #هاست بر‌حست(۸ 
حساب کنید ودرشمارء] نها بر حسب | ندازه‌های ۸۲ «حث کید ًّ 


9۲-۳۲ 
۴- جدولتفیر ات ومنحنی(6) نمایش تفییر اتیب ۷-۳ 


را دس‌کنید . از نطهٌ (0و۳) ۸ خطی ((1) باضریب زاویه‌ای‌وومی‌گذدانيم. 
مختصات ]۷[ نقطهٌ تلاقی ((۲) و (:)) دا برحسب وط حساب‌کنيد. از نقطه 
۸ خط ("(1) دا عمود به ((1) دسم می‌کنيم تا منحثی دا در "1۷ تلاقی‌کند. 
مختصات وسط "۷1 ]۷[ داحساب‌کنید . 

۳ بت به يك دستگاه دومحور مختصات متعامد منحنیهای نمایش 
٩ (‏ عز) جز 
2-۱ ۲ 
است دارای دو نله تلافی ۸ د ] باشند. مختصات ۸ و 1 دا بدست 


۳-۰ 
وس ۲۳ ۶ 


دو تایع- < ۷ را دسم کنید ۱ افیخ دو متحنی 


۳ 
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سل ۵ وا 


آور ید وبر‌حسب مقادیر مختلف وج[ در وجود این دو نقطه بحث کنید. معا دله 
خط ( ۸ دا بنوسید و ثات کنید که این خط در ازای جمیع مقادیر و از 
نقطه ثا بتی می گذر د . درازای جه مقادیرط مختصات هر ود اعداد منطفند؟ 

۴و اولا نسیت به دومحور هختصات متعامد و ۲ سهمی (۳) 
به معادلةٌ آ )رح ۷ مفروش است . معادلهٌ مماس براین منحنی دد نقطهٌ ۷[ 
به‌طول 8 دا بنویسید . این مماس محود رها دا در آ] و محود ها دا دد 
فطم می‌کند. مختصات ۲۲ و کل دا حساب کنید . مختصات اوساطقطعات 
6 , ۷۳۲ و ۲[1 دا بست آورید . سهمی (۳) و نیز دو سهمی 
((0) و ( 04) مکان اوساط ]۷۲ و 116] دا » وقتی‌که ]۷ دوی سهمی۳ 
تنییرسکان پیدا می‌کند . رس‌کنید . ثانباً دوی سهمی () دو نتط]۷[ و "1۷1 
منقّادن نسبت به ی وبه طولهای 8 و ع- ,و نیز نقطهٌ ,]۷ به طول ۲8 
دا اختیاد می‌کنیم. ثابت‌کنیدکه نقاط تلاقی مماس بر(۳) دد,]1۷ بامماسهای 
(۳) در ]۷[ و "۷1 بترئیب دوی سهمیهای (0))و(00) واقعند. ثالّا معادلات 
"(] و ,(] قائمهای پر(۳) در نقاط ]۷ و ,]1۷ دا بنویسید ومکان هندسی 
فد تلاقی آ نوارا بدست ود ید. 

2 اولا سیت به دومحود مختصات متعاه‌ه دومنحنی (02) و (6) 
به معادلات زیررا ر سم کید ؛ 


ورس ()) )0( 

انیا دوی (ن)) نطٌ ]۷[ به‌طول و دا اختیاد می‌کنيم وتصاویر آن را 
روی محورها بش تیب ۲ و 8 می نأموم . معادله مماس بر (/)) در 
و سید . اکر نماط تلاقی این مماس با محودها بر تیب ۶2 و ۲ بآشند . تحقیق 
کنید‌که ۲ وتط واوو 00 وسط بن است . اذآنجا نتیجه بگیرید که مساحت 
هثلث ۷تای ثابت است و بستگی به‌جای نقطه ]1۷ ندارد . 

ثالثاً فرض‌کنيم که 1۷۱ نقطهٌ تلاقی خط ]۳۳۷ با ()) باشد . معادله 
«ماس بر منحثی ()) دد نقطهٌُ "1 دا بنویسید و تحقیق کنیدکه خط مز بود محور 
۱ 3 


۷ را 


وه را در نقطه ۷ تلاقی 1413 


۱ 


راما ممچنین ار ۷[ و ۲ نقطه‌ای به طول ط اد () و (06) 
باشنه , حقیق کنیه که دوخط ۷8[ ]۷[ یکدیگر دا در نقطهٌ ٩‏ بر روی 
محود ها تلاقی می‌کنند و به فررض انکه خط ۷/1[ طودی تفییر کند که 5 
تابت بماند تحقیق کنید که وسط ۷][۷[ روی خط ثابتی تغییر مکان خواهد داد 
و نتیجه بگیرید که مکان دسط "۷]۲[۷] نیز خطی است داست. 

۲ ؟ پز۳ 

2 و ۲و 


است. 5۳ در از اک 4 مقادبری از 8 ان تابم همو ده در پلث هت تقمبر 


7 که در آن8 باداهتر می با شد هقروش 


می کذد تاش در از ای ده مقأدیر 8 تأبع دارای دك ما کز یمم و با ینیم 
است؟ ابی‌کنیه که شرایط لازم و کافی برایآنکه تابم دد اذای ۲ ماکز یمم 


۱ 5 ۲ _ 8 
و در آزای 9 مینیمم باشد ان است که > نع > باشد . ه را 


طودی هعین کنید که تابع در ازای -- ماکز یم و در ازای ۲ مینیمم‌شود. 
دراین حالت منحنی نمایش تنبیرات بو دا دسم‌کنید.ثالثاً ممادلاٌ درجهٌ دومی 
تشکیل دهید که ریشه‌هایش ]۷[ و جور ما کزیمم و مینیمم ۲ باشد و دابطه‌ای 
مستقل از و بین ]۷ و 0 :دست آودید. 

۷ .- ولا بافرض آنکهط پادامتری ۳ از وا<د باشد , مثئحنی 
۳ 


(6) نه‌ایش تغییرات تأبم ۱ دا دسم‌کنید . ثابت کنیدکه اگر 


تأبم در ازاعا ,و ع< زر ماکزیمم بامینیهم باشد , مداد این ما کز یم یا مینیمم 

٩‏ سب 

و 

انیا فرض می‌کنب‌که خط ((]) په معادلهُ و بو منحنی ز) را در 
دنق , ]۷[ و ,]۷ قطم کند د ۸ نقطٌ به طول 8 اذ خط (] باشد.عللوب 
است مکان هندسی نقطهٌ (1 مزدوج توافتی هر سبت به ,1۷ و ,۷ وفتی که 


ات : 


برا یس 


ف‌ 


051 992 


" ۰ 
1 


به ۷ ۵ ٩‏ بت 


(1 به موازات حود تغیس مان می‌دهد . و را وگو نه راید اختیاد کردتااین 
مکان مبدل به‌خط راست شود ؟ حالت مخصوص هم -<- و . 

۵۸ اولا" منحنی (ن)) نمایش تغییر ات تأبم و - و وید ۷ ۳ 
ر سم کنید ۳ 

ثانماً معادلةٌ مماس بر منثحثی (/0) دا دد نقطه تلاقی ان با مجور ها 
بنو یسید . 

ثالثا ممای بر (ن)) در نقطهٌ به طول ۲ در دا بدست آودید و نقطه 
تلافی ابن ممای دا بامفحنی تعیین کنید . 

زا ها مساحت سطحی را که وافم است دن منحنی ۶ محور ها وحطی 
که از رعطه یی ما کز یمم / مم آزی محو در 7ها می‌ گذرد ساب کثید : 

24 اولا" سبت به وگ فسشگاه دو مور مترضا بت معماه.ق سومبی 


۲ 


۲ 
خطی((1) باضر یب زاویه‌ای 0 مردژد می‌دهیم ۰ 111 ر بر حسبوطودیاختیاد 
کنیه که (] بر سهمی مماس با شد ۱ 


تانتا وقتی که جمیع مق دیر ممکنه ۳ اختیاد می کند 4 تغییر اتا نو آنت 


عد 7 مفردض است (ج ثابت). اذنقطهُ هر به طول و دافم برمحودیرها 


در این صورت ممعادلهةٌ ممای و مختصات 


زاویهٌ بن دو خط ]0 و ۸۷ دا تین و منحنی نمایش آن‌را دسم‌کنید. 
ثالثاً تمبین‌کنید مکان هندسی بایةٌ عمود وارد از ۵ برخط 0 دا 
وفتی که تفییر می کند . 

#۵ تعیین کنید که نفطٌ ( و )۷ درجه تاحیه از صفحٌ دو محور 
مختصات متعامد عزی و ون باید باشد پرای آنکه معادلةً ذیر دو دیشه بن 
۱-- ول داشته باشد. 

ه -- ۲ او + عو(و ‏ )۲-۱-۴ برع 

0- از نقطهٌ 5 واقم بر قطر ۸۸ از يك دایر؛ () يكث خط ددم 

می‌کنيم تا پر دایره در ]۷[ مماس شود و ممای در ۸ بر دایره با دم ]" 


۰-۵۸ جبرششم ریامی 


قطع کند ۰ 9 و 4 می‌نامیم ۰ 
اولا بر حسب؟1 و »و حساب‌کنید(بو) مساحت مثلث ۲۸5 و (2) نسبت 


انیا تفیبرات و را وقتی که 5 دوی قطر (1 .۸ تغییرمکان پیدا می‌کند . 
معلوم‌کنید و مبنید در اذای چوضعی از 5 مساحت (۲) مثلث [۸۸٩‏ میلیمم 
۳ 

۳ قطمه خط ۲) به‌طول ۷ ۰ داير؛ (ن)) به می‌کزی) و به شما ع 
۱ دایر؛ (02) به مرکز "ر) وبه‌شناع ۷/۲۲ مفروشند . 

اولا تعیین کنید نفطهٌ تلافی (()) محوداصلی دو دایره با خط ز))را. 

ثانیاً روی خط نامحدود ")6 مبداٌ دا نقطة () و جهت مثبت دا جهت 
از () به آز) اختیاد و فرض می‌کنیم که ۷ نقطه‌ای متفر به طول > از 
خطالمر کزین باشد . بر‌حسب د حساب کنید ۲۷ خارج قسمت فوتهای ۷ 
نسبت به دو داير؛ (62) و (0) دا . و تعبین کنید تغییرات 7 دا وقتی که]۷[ 
جمیع مواضع ممکن دا دوی محود رها اختیاد می‌کند . در ازای چندوضع 
6 ۰ خارجقست دوقوت دادای يك اندازء ع1 خواهد شد ؛ 

۳ب مداث متساویالاضلاع ۸6 به ضلم 8 مفروض‌است. از تقاط 
8 و 6 عمودمای "1913 و 60 دا برصفحة مثلث اخراج می‌کنيم و اذ ۸۵ 
يك صفحةٌ () مرود می‌دهيم تا "1818 دا دد 36 و 667 دا دد آ[ تلاقی 
کند . اگی ۲۱ دا و و 6 را ۲ بذا‌یم, چه رایطه‌ای ین ٩‏ , بو و و باید 
برفراد شود تا مثلث 1۷ ۵ در رآس ۷۲ قام‌الزاویه شود ؛ با این شرط 
اگر دا متغیر بگیریم. تعیین‌کنید:اولا" تفییرات تابع ب دا اشنا ققییو ات 
مساحت سطح مناث ۷ ]۷ ۸ دا. 

۴ دومحور مختصات مدمامد >ر() یر و ۷0 و طول و مثروضند. 
روی »() نقطهٌ هر دا به طول ۵ و دوی ۲ نقطةٌ 3 را به عرض و اخنیاد 
می‌کنیم . ]۷ تقطه‌ای متیر به طول عو از محود »ر()"» , و ۷[ نت تلاقی 
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۵ ات 


خط ]1۷ باخطی است‌که از هر به موازات محودوها می‌گذدد . 

اولا برحسب » تناضل طولهای ]۸۷ و ۸ دا حساب کنید . ۲ با 
عبادت این تفاضل برای جمیع مواضع ]۷[ یکسان است ؟ 

۳ تمام مواضع ۷[ دا که درد ازای آنها ۸۲ - ][ مساوی 


است بدست آودید. 
تالثاً وقتی‌که ]۷[ محودر)> دا می‌بیماید . تغیبرات ۸ -- ]۷ ۸ 

تا غیتری کف 

۵ دو نعطة )0( 32 ۸ ۲ نیم ط «() که ۸ 6 زاو بة *ه #می‌سازد 
مفروضند . 11 نقطه‌ای متغیر دوی نیم‌خط >و) است ۰ 0۸ داع و ]0 را 
۱ می تأهیم ۰ 

اولا" وقتی که اذ (ه) تا (مه د) تفییر می‌کند . تغییرات تابع 
11۸ 
۷-7 دا تیین و منحنی نمایش آن تغییرات دا دسم‌دنید . 

ثانیاً و را قسمی بکریدکه بآ برابن [ باشد , 9 افشکال):هیت 2 تبث 
دنت : 

ما اه" دز ازای هرهقدار مناسب [ دو وضع ۱/8 و ۱ در آی نعطه 1۷1 
بدست می‌آید . ثابت کنید که دایر؛ ]۸۷ دد نتماهٌ ۸ بر () مماس 


است و شماع آن داییدا کنید. 


۶ نیه‌دابر؛ به فطر (] ۸ ۰ به مر کز 0 و به‌شماع »فروض است. 
از نقطة ]1۷ متعلق به اين نیمدایره عمود ]7۷ دایرمماس درو واردمی‌کنیم 
وطول را 2 طول حخط منکسر ۲ ]۷[ ۵ را / می نهیم . 

او لا" در حه دص "۷ اندازء / برایرطول همهمرن 21 است؟ 

تاضا در تلیر ات ۲ بر <ست > وفتی که دروی نیمدا بره تعمیر ی ان 
بحث کنید . 

تالا مطلوب‌است‌تعبین وترسیم ]۸۵ د ]1 وقنی که ۸۷ - 1 . 

11۵ 


: ۳ 
۷9۱-۷ جدول‌تفییر ات ومنحنی(ر)) نمایش تایع و + یوعد بو(۱) 


ها 0 
۳ ما ۳ «ت دویی دا ۳ (حی ها ی ۱[ ( 5 ۱ و جوددارد 


5 نی | ن برابر تابع (۱) بأسّد. 

2 ار ۸ نمله‌ای ب4طول ۳ دافم در منحئی (:)) بأشد ۱ مطلو ب‌است 
سطح محصو ر ددن منحنی ِ( ومیدا نبءایل آن‌درفاصله ۳ تحت بو و ۲ زر ( << »و . 
سح سطح وق را ده ازای همم -- ( تین اند ۱ 

زاس مخنصات نقطهٌ تلاقی ممای بر ۸ دا بامنحنی (:)) بیدا کنید . 

0 »ور سا ۲ و «. 

یروا لا ۱ 
او لا معادیر 6« , ۳ ۱ 0 2 را به‌سمی اعمین ی ۹ تا یم یه از ای 


۸ - تا 


۱ یر دارای ما کز یممی براپر ۳ و بهدازای ۱ حد ز میلیممی برابر۳-- 
اه داش و مدحئی نمایش آن‌را رسم ژنید ۲ 

تا نما ۳1 <طی موازی موز ها ده فاد 1 <- ۲ هنحدی را دلن 
دو نعطهٌ ۷۲ و ۷۲۲ فطم کند , حدود ووو را سمی تهیرن ض که دو یله 
و "۷ وجود داشته باشد و دد این صودت مخنصات تقاط تلافی را 
<ساب کنید . 

قا یا دنت دثف وه شرط لازم و خافی بر‌ای اینکه سه تعصله ر۵ طو لها ی 
1۱ 1 ۶ 2 3 واقع در دمحنی در دش ۳ بای ای است که ۳ 


باشیم : 


1 
۳ 2 وکا )سس م6 ۳ بط 


رایماً به کمكك رادطه اخیر با مستقیما ۶ابت کنید که منحنی دارای ده 
نمماه عطلف است و ان تقاط بر دك ان ۰ 
خامساً به كمك همان داجطه یا مسثقیماً ثابت‌کنید که از هر نقطهُ به طول 


۱2 


2 


و واقم بر منحنی دو ممای می‌توان بر آن دسم کرد . طولهای تقاط تماس 
ر یشه‌های مءاد له ه << ( ۲ ۳8-۱) و ۳۲ می با شند ۱ 


4- خط هزیر حه بو (ه پاداستری است متیر ) و مذاولی بو 
در دو نقطه تلافقی می‌کنند (وفوا مادیری ثابت ومثبتند).اگرع فاصلهٌ دو نقطه 
تلاقی خط ومنحنی باشد , برحسب ه منحنی تغییرات ۲ دا دسم کنید . 

۰۵ اولا" منحنی (ن)) نمایش تغییرات تابم ۲-۳۲-۲۱(۲) ع< ۲ 
را رسم کنید ۱ 

تاتا مساحت‌سطحمحصور ین منحنی ز) و خط ۱ ۲ راحساب کنید . 
الا معادلة ام ۱(۲ لبون آعز) که در آن و و ووو دو مقداد 
ثابئلد و ه <ر وو مفروض است . به جه شرط معادلهٌ فوق جهاد دیشه دارد ؟ 
دابطهٌ بین حدر و و دا پیدا کنید بسمی که چهار ديشه معادلة مفروش جمله‌های 
متوالی رك تصاعد عددی باشند . 


۳ ۳ باشرط فوق و 


و <-* 0 در بشههای ممادله فوق را بر حست # 


نات بنیه: : 

خامساً به‌فرش آنکه شرایط فوق برقراد باشد وبه‌فرش 2 1 ؛ 
ثابت‌کنید که شرط لازم و کافی برای اینکه دیشه‌ها منطق باشند این است که 
0 منطق باشد . 

۱ ممعادلةٌ درجهٌ دوم زیر مفروض است ؛ 

و ست ( 81709 مت ۱) 910 سل هو( ۲۵ 20و سل ۱) سب هو( 9و سل ۱) 

که 4 پارامتری است مثغیر . 

اولا" دابطةٌ بین دیشه‌ها دا بیدا کنیهکه به مقدادستگی ندافته باشد. 

ثانیاً به اذای جه مداد 0:ه دیشه‌ها متساویند ؟ 

ثالثاً منحثی تفیر ات حاصل ضرب دوریشه دا وقتی‌که 4 بين صفر تا 
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۱ بت 


۲ 

۷۳ ابع سک ومفر وض‌است. اولا" منحنی(6) نمایش 
تغمیرات آن را دسم ات شا در تعداد نقاط تلاقی خط 0 د بو بأمنحنی 
(ن4) بحث کنید و بر حسب ممادیر هو دیشه‌های معادلهٌ حاصل دا بادوعدد و 
«قایسه کنید و نتیجه دا دوی شکل نیز تحتیق کنید ,- 

ثالثاً ا گر این خط منحنی دا در دو نقطهٌ ,1 و ,]1۷ ومحود ها را 
در نفطة 3 قطع حنق .» عطلوتت امس مکان هندسی اوساط , ]۷[ ,]۷[ و تحقیق 
اینکه این مکان از نقاط مشخص‌منحنی (ر)) می‌گذرد وهمچنین «کان هندسی 
نقطُ ([ مزدوج توافتی نقطهُ 9 نسبت به دو نقطهُ ,1 و ,۷۲ . 

دابا مقدادوور داچنان پیدا کنید که۳ -دل ,]۷[ ]۷[ شود . 

۷۴ دو محور عمود برهم :0 0۲79" منثروضند ۰ نقطهٌ متفر ۲ 
را دوی >« اختیاد می کنیم و <ط ۸۵ دا موازی ۲ ۱ ۳۱ می‌گذدا نیم و 
رد () دا بهءری ۱ جدا می‌کنيم . اگر ]۷ نقطهٌ تلاقی عمود 
مردوم از (6 بر 060 باخط ۵باشد , اولا" مطلوب است تعیین ۲ عرض نقطه 
7 بر<سب و طول نقطةٌ ط [ آن دا (0)9 و می‌ناميم ] . منحنی مکان 
دا وقتی که از مه - تا مه ٍ تفیر می‌کند دسم کنید . انیا 


دفر آنکه(2)) منحنی نمایش + (/9 بو پاشد , منحنی (6) دا 


دسم کنید ۲ 
۳ ۲ ۳ 
۱ ۲-8 وس رو آ یو 
#۳ تساه سس( وه و است . مات گن, 
‌ ۲ »8 ۲ پر ات ِ_ِ 
۲ ۳ 
که تایمی ما نند 0 بر می‌توان دأفت که مشمق آن تسمت 


3-2 
به و مساوی تابع بو شود. دداین صودت » و 8 و « دا پیداکنید و منحنی 
(ر6) نمایش تابع و دا در ازای 9-۱ دسم کنید وسطح محمود پن منحنی 

4 و مجانب‌آن و دوخط۳ ع< و و۳ جر ( یو را حساب‌کنید ‏ 


۱52 


ی( 


آیا این سطح به ازای مه ع- ۸ دارای حدی هست یاخیر ؟ 

۷۵ منحنی ()) تغییرات تابع (۳)-۱ دادسم کنید و تحقیق 
کنید که منحتی فقط دارای يك نمطه عصطلف است . اش ما بت کنید که به‌ازای 
جمیم مقادیر ج خط (([) به معادلة 4۱اه عد ۲ از نقطه تا بنی‌می گذرد 
ومختصات آن نقطه دا حساب کنیه . الا خط (([) منحنی (ن4) دا در يك 
نمطهٌ ثابت هر فطع می‌کند . معين کنید به ازای چه مادیر عور آن دا در 
دو بط دیگر . و بط قطم می‌کند ؟ و ثابت کنید که دقتی ‏ 10 تغییر 
می گنف , وسط ۳,۳ همواده دوی خط مابتّی که ممادلةٌ آن دا تعبی 
خواهید کرد تغییر می‌کند .دایعا انداده :۳۳ دا برحسب ذاویةٌ »که 
خط ([ باجهت مثبت محود »رها می‌سازد حساب کلنیه و تفیرات آن را 


وقتی که »ه از صفرتا چ تغییر می‌کند تعیین کرده و منحنی آن را دسم 

۷۶ دو محور متعامد بان و ۵۲ و چهاد نفطةٌ ۸۳9۸ دوی محود 
دم د (] و "( دوی محود 0۲ بتسمی مفردشندکه ۲ ع- ۸ و 1-۴ 
و ور ۸۸,۲ ووو << ]3[ (یرعددی است جبری ) . اولا مقداد جر دا 
قسمی تعیین کنید که حجمهای مخروطهای حادث از دودان 1۲:۸0۳ن خر 
حول محود بو متعادل‌باشند و بر حسب( بحث کنید . 

انیا پرمحسب وو مختصات ] نقطٌ تلائی دو خط ۸3 و ۸۳ دا 
حساب کثید ۰ 

الم حجم حادث از دورات مثلث "11 دا حول 0 برحسب بیدا 
کنید وتفییرات این حجم دا برحسب مثفیرور در دوحالت ذیر تین و منحنی 
آن را دسم کنید 1 

۴ >> ۳ 
۷ اولا" ممادلة ه 4 و۲ سس آوون (۱) داکه‌در آن 
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۲ 


و و مختصات نقطه‌ای مانند ]۷ و افع در سطح دو مجور دنا و ۷97 
می باشند حل کنید . س ۳ مطلوباست محل نعطه ]۷ درسطح «<و رها ی‌مختصان 


بسن ٩‏ 0 
برای آنکه > دمه دو مقداد فا پل قبول داشته پاشه . ثالثاً با این شرایط 


معادله‌ا(ی ۱۳۹ دهید که دیشه‌ها یش مقادیر بوومم باشد. دارم ند 


منحثی نمایش تفییر ات رد یشه‌های معادلهة ه س و[ عل- رو ۲ -- رو دا وفتی که و 
از نس ۳۳ ۳ و 

042 نا هم بل ثعیر هي وند ر سم 1 و از دودی ممجنی در سمی شر ط 
و جود جوات معا د لد (۱) را تحمیق « : و قز ینش مفاد بر 8 از روی 


مثحنی ددجوابهای نامعادلة ‏ ۱ 


۲ > -ووه بحث کنید . 

ونم ۲ 1 

۷۸ معاد له ۰ 7 (۴2 - )2 سل و۲ که دد آن و متغیر و 

و طول ای است معروض است . اولا" منحئی تفیمر ات ()1 - ۲ داتعین 

دق تانیا در ازای هره‌دار از بو دومقداد زظر #۱ 5 با براکه »ر ددست 

می‌اید . ثابت کنید که بت ,ا و بر دابطهای مستقل از و وجود دارد . 

تالا مستطیلی به قاعده قد ده‌طلق پ عس »و و ید ار تفا ع قدر مطلق نظمر ۲ در 

نظر می گیریم : اگر اف میتی حول ضلم #مود بر‌قاءده دوردان کند, مطاوب 

است‌میحاسبة 7 حجم استو ان حادث و تسین تغییر ات ورسم مفنحنی ۷ ( تو جه 
کنمد ۱ ممد ار عجد‌د ی حدم هه دش ۸ مت است ۲ 


سر هقر دض است. اولا" مقأدیر و و ظ 
داقسمی بیدا کنید که ماکزیمم و میئیمم آن ی ۱ اي بر «ا 
به اذای ۳ << ما کز یم‌می برابر ۲ داشته باشد . ثانیاً به ازای 
۳ - << و] منحنی نمایش تغییرات آن دا رسم کنید و تحقیق کنید که منبی: 


ت 


دارای سه نْفطهٌ عطف است که بريكك استغامت قرار دارند . ثالثاً اگر خط 


|۱2 


ج ۱ب 


0 < ۲7 منحنی دا در دو نقطهُ ,]۷ و ,1۷ قعلم کند و تصاویر این نقاط را 
روی محود »رها ,۷ و ,۷ بنامیم , ثابت‌کنید همواره نقطه‌ای مانند ط بر 
روی محود زر می‌توان یافت بهسمی‌که ,۳۷ < ۳۷ مقداد ثابتی باشد . 
محل نقطهٌ طّ و این ءقدار ثات دا بیدا کنید و اذ آنجا بگویید که دوایر 
به قطر ,1۷,۷ جگونه‌انه و دارای يك محود اصلیند . معادلهٌ محود اصلی 
دا پنویسید و همچنین دوایر مادبر ,۷,۷ همگی با داپرة ثابتی متعامدند 
مر کر و شعام این دایره دا تعیی نید . 

و1 و ۲ رو 
و-4ط و2 

به ازای جمیم مقادیر و و ط منحنیهای تابم مفروض از نفطهٌ ثابئی مرود 


‌_#- تأبع 2 ۲ مفروض است . اولا" تحمّیق کنید 


می‌کنند و مختسات‌آن نقطه دا پیدا کنید . ثانیا اک 4 واقم دد صفحهة 
محورهای مختصات باشد ۰ تعین کنید محل نفطهٌ ]۷[ دا برای اینکه منحنی 
تابع مفروض دارای يك ماکزیمم و يك میئیمم باشد یا اینکه در يك جهت 
تنیبر کند . طمناً تحقیق کنیدکه آیا منحنی فوق می‌تواند فقط يك ماکز یمم یا 
فقط يك مینیمم داشته باشه ؛ مکان نقطهٌ 1[ دا چنان تعبین کنید که منحنی‌تابع 


_ بر محور وها مماس باشد. تانا تحفیق کنید که جخط مرسوم پر نقاطما کز یمم 


و مینیمم به ازای جمیم حقادیر 8 و ط 6 امعداد ثابتی دارد . آن آمئداد را 
پیدا کنید . ال به فرض ۱ ع مقداد ط دا قسمی تمیین کنید که ممای 
بر ملحلی در نفطهٌ به طول ۱ موازی خط پوس بو شود 2 به ازای 
۱ و ۲ و[ منحنی نمایش تغییرات تابع ۲ب دا دسم کنید . 


۳ ۲ 
خامسا اگردر معادله : اد -و ۱ ۲ پارامتر باشد ؛ 


ریشه‌های معادله درجهٌ دوم حاصل دا با اعداد ۱ و ۵-- متایسه کنید و نئیجه 


مقأیسه را از دوی منحثی نیز تحقیق کنید . 11 


۱ 


۰ -1- ۲ 
۲۲-۷۱ 
آن را زر سم 9 در وود ۳ تاطم حطل 1[ . ۳ ر همحبی دیحث (ق : 


ی ۲ مغر وص است او ۷ همحلی نمایش تغییر ات 


۸ تابع- 


ثانیاً اگی نقطة تلاقفی خط با و را با منحتی ,[ و ,۱ پنامیم . ءطلوب 
است مکان هندسی نفطه ۷ فحط ,لا و همچنین هکان هندتی_ نَفطه (| 
مز دوح توافقی تطهٌ (| حل تلافی , [۱,۱ با محود بوها نسبت به دو نقطه 
۰ 11 ,. الا مطلوت است تشکیل معادلهٌ درجةٌ دومی که دیشه‌هاش 
ضر یبای زاویه‌ای دو خط , [۸() ف آرژ) تاه( )نها ات است. .) 
و تحمیق کنید که بن این ضرییوای زاویه‌ای رابطه‌ای مستمل از ع[ وجود 
دارد. و همچنین تحقیق کنید که بین طولهای نقاط ‏ ]۷ و ,]۱۷ دا بطهه‌ستقلی 
از ع[ وجود دارد . از آنحا ثات‌کنیدکه تصاویر این دو نقطه بر دویم<ور 
مردوج توافعی دو نمطه تابتند و آن دو تفه دا بیاینت . را برای 
اینکه سه نقطه از منحنی به طولهای ,و ۰ با و با بی يث استَقامت باشند 
داید داسته با شیم : 

اد و ٩ 1 ٩‏ ی 
عافت ات و ۸ ساط سای دهم و مینیه‌م منحنی و نفّطه‌ای که میدو رب ها را 
هم ری زو وا استافت است زر سصاتا ی ای دا 


ی 


وجود دارد که درآ نها دو مماس مرسوم از يكث نعطه در مدح: منطبفند . 


ی دن ظم 
هسائل 0 بات بای ق مسا بقه‌ها 


اب سه جمله‌ای درحه دوم »6 رو ۲ بوه عت بو مقر وش است. . 
دلوت است اولا" تعیین مقادین ضرابت و , و[ وم بطوری که به ازای۲ و 
لس به حملهای‌مفر و ض میدیم دو د و 1 او 9 دینیدم 1 سس داشٌد [ عالاوه بر ادن 
ده ارای ۷ ۳ سره حمل(های مهر و ض مساوی ۱ ۳ 


1 


2 


۳ 


یه ۱ ات 


محود ۲.۷ را در نقّطهٌ ۸ فطع نماید و ۳ قطهٌ میئیمم منحنی باشد. . تعیین 
1 اد )1 از منحنی راکه ممأس 0 مو از ی 3[ ۸ بأشد ۳ 

الا سطح محصو رها دمن منتحنیو ءرضهای تقاط ۸ و )1 راحسات فنید. ۱ 

۳ب نیمدایر؛ ۲13 -< (] ۸ مفروص است . در روی امتداد ۴ ۸۸ نفطة 
ِ( را ب فاصله 1[ -< ر) ر اختیاد می اما بیم . ان نقطه‌ ای مانند ۷ در رو‌ی 
نیمدایره جنان تعیین نت که 0 وابطه هندسی ماب ۱/۳۹ و ۳ 1۷ داشد . 
ز او یه ۷-۲ ۸ ر «جه‌ول مسئله | نتخاب کر ده و در معادله تست 
ره بادامتر 0 بحث نی . 

ّ- تأبم و دوع 7 مغر دش ات < مطلوب است 
اولا تمپن 0 + و و ۲ بطریعی که به ازای ۱  -‏ زر مقداد ۷ صفر گشته و 
ده ازای ۲ -- -<- و دارای ماکزیهم یا يك مینیمم مساوی يكث باشد ۰ پس از 
تعیین متادیر و ۰ و ممادله هد بو راحل کرده و همچنین تحقیق کنید 
که بدازای۲ -- سد هو تأبم ۲ ماکزیمم است با مینیمم . 

تانیً منحنی نمایش تغییرات (۱-+-۱()۲+۳«۲عد) و دا دسم 
و و فرش می‌کنیم که نقامط ۸ و 3[ به طو لهای ۳ اس و ست دو نعطه از 
منحنی مذ کود دافتق ٩‏ مطلوب است سعاح محصود ین دجود 01 و عرص 
نطهٌ هر و قوس ۸18 منحنی. 

خالنا فظاوش است تعبین معادلهٌ خط (1 که از نفطهٌ (] مرود کرده و 
ٍِِِ زاویه‌ای آن مساوی یبد باشد مختصات تقاط تفاطم این خط را با 
منحنی فوق معین کنید . 

۴ب سه نقطة ن , هر و 1 بر يك استفامت دافع می‌باشنه بطر یقی 
که ۸ن مساوی ۸۲ و مساوی ۱ می‌باشد . اذ نقطهٌ و خطی مانند ن)0 
بطرپقی دسم می‌کنيم که با ۸ تشکیل زاویة ۵ دا بدهد و مد اذ نقاط ر 


و ر[ دو عمود 24 و و را در 04 فرود می‌آودیم و شکل را ۰ 
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و ۳۳ 


00 دوران می‌دهیم ۳ مطلوف 2 اولا" مطح کل ۰ و حجم ۷ مخر‌وط ناقص 


9 


٩ -‏ معدار بن را 


داد از دور ان دو ز مه " ۸ ۱٩۲‏ ۸ ۰ تاش در ض 


. فالثاً تشعو ات ۷۲ راو قتی که به ادصهر تا قنور کند نت 


۵ - دو دایره شاوی ب) و ۲ به شماع قرق: ۸ خعدا ای در 
۵ ار)ر) مفروش می‌باشد . از نقطهٌ و وسط آی)ن) محوری چنان دتم 
کنمد که با آر6) تشکیل زاویه‌ای مساوی ۵ بدهد و برروی این محود تقطه‌ای 
مانند ]۷[ به فاصلةٌ ‏ ع- ]۷[ اخشار کنیه . اولا فوتهای نقطه آاز دا نسبت 
به دو دایره ن) و "ز) از دوی ه , > و ۵ حساب‌کنید . 


اقا ان فق تفا یل داده تقیر‌انته ان. :زا ی سالات 


1 1 1 " 
۳ ۵ << ین و ۳ ۰ و فْتی که هشیر 4 نا تن ۲ مق 


ات هر دمی 0 (].)۳ بر ده ضلع 28 مغر وض است. ازر آس ۳۹ حملی 
مانند ]1۷ ۸۸ دسم م می 5 که با ([ ۸۸ زاو به‌ای برابربا ۵ ایجا رگ 


۳ ضلم ۱510 ۳ امتدادش را در نطه 1۷ ۴ ([ر) 5 امتدادش را در مه 


ثعمیر می ند 1 او لا" ثا بت ۳ که 


۷( قطم می‌کند وزاویةٌ 4 از صفرتا ۰ 


ممّدارعا است ۶ات . 


۳ مبحنی نمایش تفیرات ی را ۳ 


۲ 


باشد ( بحث) . 


زاویهٌ 4 را ِ تیین نمایید که ۸۲-۲ ۷ ۷ ۸ 


"۹ قت هل ۳6 ۸ لسیت ما نه‌های مر سوم از رئوس ۳ 9 6 مساوی 
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](( 


۱ ۱ج 


۱ 
بانسبت دو ضلم ۸13 و ز)۸ است 2 ( 


۲ با تن دنق ‌ دل 
جنین‌مثلثی‌هر گاه‌اضلاع 13 و 6 ۸ مساوی نباشند, اولا "رو ابط ۲9۲‏ ای + ۲و 


۲ 
3 
و رواد برقراد می بأشد ۰ 


ت ۲ 
انیا با فررض معلوم بودن و و دس زوایای مئلث ,)۳ ۸ را 


حییاب ۳7 


۲ 
۰ 1 ۰ ۳ 0 ۳۹ نت - ‌ 111 


۹ ‌ ۲۲ باشد دسم مت 4 ی و نماطی از ممجتی وق زار ف 


3 ان در آن تقاط موازک» محجو رد ۰ باشد ۰ 


۲۲ ۲ 
۲۵(۲ +4 ع) 
تانب معادلةٌ خط مماس در يكث نقطه ازمتحنی‌دابئو سید. 


ولا تغییرات تابع سح بو و منحنی امایش تغییرات 
تا تم 
۱ تالا عدء خطهای مماسی زا که یات دهعت هی درز تین س: 
دایعا مکان هندسی ۳ دا بطریقی تمیین کنید که اگی از این نقاط دو 

خط مماسی دسم کنیم بر یکدیگر منطبق شوند . 
4 تابم (۱ و) توعد و مفروض است . مقداد هو را 
چنان تعیین‌کنید که منحنی نمایش تغبیرات تابم مفروض بر هحود یوها عماس 


کر ده سطح محصود مابن منحنیها و محور وما را تا تفر یپ حساب کنید. 


1 
۱ 1-۲ 8 . 
۰ تایب با هی که در آن ۲ متفر و و نماد 
۲۳ ۲ ۱ ِ« 


بادامتری می با شدمفر و ض اش .: مطلوب [ مت اه ۷" محاسبه معداد 8 طوجی 


نت ۹ ۱( تب 


که تا بع ب ازای ۷ سح حت و ما کز یمم دشن ۳ 


۳۹ 0 [ 


ثانیاً یس از تمبین و جدول ومنحنی نمایش تغییرات تابع‌دا دسم‌کنید . 
الب خط وود بو مفروش است . در وجود نقاط تقاطم آن‌بامنحنی 
نب بر چست مقادیر 1 بحث‌کنید . اگر و "۷ نتاط تقاطم خط فوق 
با منحنی ز) باشد , ثابت کنید که‌ین طواهای این دو نقطه دا بطه‌ای که‌ستگی 
دابا معادلهٌ مکان هندسی نَقطهٌ 0 وسط 


فطع [۷ 1۷ ۳ دعی دمو ده 3 منحنی ٍِ( نها ور تن ات ان را رسم کنید و 


ده مهار 111 ژد ار د مو حجود ی ۰ 


معلوم نید که دو محلنی ۲ ِ( دارای ح مجا نب 9 رو ده قو اعاضا. 


مشحصا ۳ تلاقی می گناد ۰ هس معا د له ه 
۸ ۳ ۷ ۲ 
۳ ۴ 


#۵ (۴ 


۸ سل بر ۲ 9 
را حل نموده وازمنحنی ر) نتیجه برای‌حلو بحث این معدادله ددست اودید , 
۱ در سطح محورهای دمم دن و 0۷ خط ثابمی مانند (ا عمود 
بررمحود عدن وبه فاسله ‏ از محود بون فرط می‌کنیم و بعد نفطه غبرمشدصی 
مانئه ط برروی ([ اختباد کر ده ملث کال او بة ۳00 را کهز او هیا کمه‌اش 
در و و وترش (۳0 موازی‌یرن باشد رسم می‌کنیم . مطلوب‌است : اولا تعیین 
مکا هندسی نفطةٌ () وقتی که نقّطهٌ ‏ محاش را در دوی خط ([ تغیر دهد . 
۳ دایره‌ای به مر کز () مادیر ۳ که خط غبر محدود (00 دا در دو نعطة 
۸ و ۳ فطم می‌کنه دسم کرده ثابت کنید که 1۸ و ۳۲3 منصف زوایایی 
هی داشند که از تقاطم حملو ط ([ و ۳۲ تشکیل می‌شود و از آن استنباط گید 
که قاطا هر و ([ متعلق به سومی می‌باشند که کانون آن نفطم ی و خط هادی 
۵۱( است.: 
در نهحله ۵ هما سی 


درل از تعصاه 


ٌٍ. دایره‌ای به فطر << ۳ ۸ مذروش است ۰ 
بر‌دایره د سم کرده و آن 3 ر4 طول و < ۲۳ ۸ افید 3 دی دهاجم ۱ 
۳ فاطمی بان ر سم می نیم که با ۸ ۱7 زاو به‌ای ما فش 9 داده‌و محیط 
دایره را درنقاط ۷۲ و ۷ و خط هر دا در نقطه 6[ قطع کذد > مهافت اس : 


|۱2 


۰ خأ 


وج 5 


<< 1 از روی 3 ۰ و و . ثانياً تین ۵ 


اولا محاسبه ۷ - ۳۷ 
۲ 


س 


شد (بحث) . 


کب سا ۱ 
اظ ۳3 11۳ 

۳ مطلوب است دس منحنی تفییرات 6 + و۲ »رو < بو وبمد 
معلوم کنید . او لا" به حجه شرط حط مار بر هتق 3 صر بب زاوبه‌ای 1 منحفئی 
فوف راقطم می‌کند ۰ ثانبا تعیین کنید ضر بیهای زاوبه‌ای دوحطی را که ازمیداً 
بر‌منحنی ممای شوند , ا لیا زاوبه ۵ حاده ما ین این دو خط مماس را 
موم کرده و تمیین‌کنید در چه حالتی زاویه 4 قائیه خواهد بود . رایع 
مختصات نفاط تیاس ۲ و این دو حط مماس را معلوم نید . خجامساً 
سه‌جمله‌ای 4-6 و ۲ سا ۲ ون دابه وامطهٌ دو ریشه‌اش "یرو "یو وظل زاویهٌ ه 
مشخص کرده بحث کنید . 


۴" تابع مثلا تی ۲ ۲ ومع ۰ ۱ -- زد ووو۸ سد 7و که در آن »زر 
نمایش قوس محصود مابین ه و » است مفردض است . اولا" تحقیق کنید که 
می‌توان تابم مفروض دا به‌صورت ۲ 0 »دومن ار ع< بو تبدیل کرد . 
۸ د ۲ نمایش ضرایب عددی می‌باشندکه باید آنها دا حساب کنید. انا 
جدول و منحنی تمایش تفییرات تابم و را دسم کنید . ثالثاً سطح محصور 
بین منحنی و محود طواها و محود عرضها دا حساب کنید . رایباً جدول و 
منحنی نمایش تغیبرات تأبع ۳ 6 ۱ ویس زو را دم کنید . 
مسا سطاح محمود بین منحنی و خط ممای پر نقطةٌ مبدا آن قسمتی را که 
در زیر خط مداس وددفوق مجود ایو است حساب‌کنید . 


وه تا از و ب 
س تابم و مفر وض‌است . اولا مقادیر 0 0 
دا بطریعی حساب نید که تابع به‌ازای ۳۳ یر دادای ما دز یمهم با میئیممی 
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مساوی ۲ باشد . 


هس 


1-۲-۹ 


انیا منحنی 6 نمایش تفییرات تابم دک 
(۲ -- »و) پر 


7 را ر سم 


کنید . ثالثا منحنی فوق دا با خطی مواذی محود او به عرش ۲2 قطع 
می‌کنيم . مطلوب است تشکیل ممادلهةٌ درجٌ دومی که دیشه‌های آن طول ۷۲ 
و" نقاط تقاطم باشد و مختّدات نقطة [ وسط ]۷۲1۷ ومءادلٌ مکان آن را 
تعپین کر ده آن دا دسم‌کنید . دایباً مقداد ووو دا بطریقی تعپین‌کنیدکه هرگاه 
ریثه‌های معادلا درجه دوم فوق دا وه و 8 فرض کنیم » ‌ سبد 8 به 
باه وپی اذتعیین 9 متادیر # و0 دا حساب‌کنید. 

۶ مس نیه‌دایره‌ای به قط ر6«] مفروضش است .۰ نقطه‌ای مانند "هر بر 
روی قطر 190 اختیاد کرد وعمودی از این نقطه بر 196 اخراج کرده و 
امتداد می‌دهند تا محیط نیمدابره را در نّطةٌ ۷1 قطم کند . بردوی ۸۱3۲ 
۸( 


سا 


نقطه‌ای مانند هر بطریقی فرض می‌کنند که و - باشد (نفقطهٌ هر 


درخارح نیمدایره وافع‌بوده ووط نمایش عددی‌است مثبت) . مطلوب است : 
اولا تعیین دابطه‌ای مابین اوه و ن)وه دد مثلث ۳6 ۸ و بغرض ۴۵۳ -- ر 
۳ ۲ ۱ 11 ژوایای ۳ و ر) دا حساب کنید.. 


9 نیا دسر دوع 


۸۱ نتطه‌ای مانند ۵۳ بطریقی انتخاب می‌کنند که ۱ 8۸۸ 

11 ۷ ۸ 
باشد( نقطه " ۸ درداخل دابره و افع می‌باشد) . ثابت‌کنید که زوایای ) ۳۸ 
و ر13۸46 مکمل یکدیگر می‌باشند و پیکس . اکر [۷ محیط نیمدایره دا 
طی‌کند , مکان‌ای هندسی ۸ و۸۳ جه خواهند بود و ثالثا ثابت کنیه که در 
حالت مخصوص ۲ -- ور فاصلهٌ 1[ بنی فاصلهٌ ءر کز ۵ دابرء محیطی مئاث 


0 ۸ اذنقط؛ آ[ محل تقاملم س‌ادتفاع‌همین مثلت. مساوی سا می‌باشد . 
۲ 


سب نایم تسه و(۱) مفروش‌است .اولا" فرض می‌کنیم 
111 2 


1 
۱52 


۱ 


۱ 


که خط [عد 7 منحنی نمایش تغیرات تابم(۱) داوقنی که درآت ۱ وج باشد 
در دو نفطهٌ هر و (] و محور بو دا در نقطهٌ ر) قطم کند . مطاوب است 
محاسبة طول نقطهٌ ([ مزدوج توافتی :) نسبت به ۸ و ۳ . ممادلة مکات 
هندسی تقطهٌ (] دا برحسب تفییر [ تعیین کنید . ثانیا ثابت‌کنید که تابع (۱) 
به اذای مقادیر مخثلنه جو (باستئنایه صد وور) دارای ماکزيمم و میئیه‌می 
است واگر ۸ شَطٌ ماکز یمم و "۷ نقطهٌ مینیمم باشد , ثابت‌کنید که نقطه 
۲ وسط 10۳ عمواره پردوی خط مستئیمی حرکت می‌کند و ممادلة این 
با مر عفن ولا میات یل ماو وه موی 3 
ریشه‌هایشعرضهای نقاط 1۷۲۲ و"۷[ باشند . رابعاً ثابت کنید که منحنی نمایش 
تنییرات تابم (۱) به‌ازای جمیم مقادیر 90(بفر از ه عد و ) همواده بر دو 
تا ی ای سا و ار ی و 
۸ - دوابط : 
۵ -- (ومی 1 8)۱ عت بر )۱( 
(جووه + 4-0)۱ 3۵و عت بو (۲( 

تب فرض می‌کنیم ۱-< و هه باشد. دد این سودت د و 
/ را برحسب ۵ حساب کرده جدول و مثحنی تغیرات تابم »و رم را 
هر گاه ۵ از ه تا ۲۶ تفییر کند دسم‌کنید و سطح حادث مابین منحنی و محور 
0۵ دا در دو نقطهٌ تقالم متوالی منحثی با محود 06 حساب کنید . ثانیأً 
فرش می‌کنيم »د ۰ 8 و ط معلوم باشد . حال معادلةٌ ز۱) دا بررحسب ه حل 
و بحث‌کنید وهر گاه عد مقدادی ثاپت و و و مختمات نقطه‌ای از سطح دو 
محود قائم باشد , تعبیر گرافیکی برای بحث فوق معلوم کنید . ثالثا فرض 
می‌کنیم و  .‏ .۰ > و ۲ معلوم و » مجهول باشد . مطلوب است رایطه‌ای 
مابین معلومات فوق برای آنکه دوه معادلهٌ (۱) و (۲) برحسب هه دارای 
ریشه‌های مشترك باشند و تحقیق کنیه که این شرط در حالت ه یو و 
۲ -- ۲ صدق می‌کند وبا این فرض هر گاه ۵ دیشهٌ مشترلك دو «عادله باشد 


04 511 2 ,4054 3 9۱ را ار حسسا 2 3 ظّ خساب کانك ۰ 
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۱ مت 


جبر شثم ریا سی 


6 . بردوی محود 9۶ سهمی به رآس ٩‏ و یارامتر ۳ دو نءطه متفر 
و ۸ دا بطریقی انتخاب می‌نمایند که ۲۵ بت "4-5۸ 5۸ باشد . از 
تقاط ۸ و ۱ عمودهایی بر 5 واثم در يك طرف آن اخراج نموده 
امتداد می‌دهند تا سهمی دا در تقاط ]و ۵( قطم کنند . شرض - ٩۸‏ 
مطلوب است اولا تعیین تغبیرات ۸۱8 4 (۲۸1 در . ثانیاً درحالتی که 
تا بم و دادای بزدگترین مقداد باشد , مطلوب است محاسبةٌ زوایای مثلثی 
که از وتر 1( ومماس‌ای نقاط 13 و 0[ تشکیل می‌شود . ثالاً ثابت کنید 
که عمود منعف وتر "1۳ محود وم دا در نقطة ثابتی تلاقی می‌کند و از 
این مطلب استتباط کنید که "([1۱ همیشه بريك سممی‌که بایدآن داتعبین نمود 
هماس می‌باشد . 

۰۵ . در مثلثی رابطةٌ )وه (] وه عد رو:۲ برفراد است : 

اولا صحت روابط زیررا ۸ات کنیه : 

۳ << )وا وه د ۲۵۵۵۸ عد (ز)ت )زو 

ثانیاً به‌فرض معلوم بودن زاویهٌ ۸ سایر زوایای مثلث دا حساب‌کرده 
بحث کنید . 

ثالثاً بهفرض معلوم بودن ضلع و دمجموع دو ضلم دیگر ([) اجزای 
مثلث دا حل و بحث کنید . 

دایعا عبارت ۲(ر6:نه--9::) دا برحسب خطوط ثلثاتی زاویه ۸ 
تعیین کنید . 


اس جدول و منحبی تغیر ات شم ۱ )کمن ۲ بور 


هرگاه ۸۸ از صفر تا # تنییر کند دسم کرده , سطح محمود مأبین منحنی و 
مجور او دا حساب نيد . 

۸ - دوشاع شم دقن در دایره‌ای پبشماع ] با یکدیگر زاویة 
به تشکیل می‌دهند و دودایر؛ بز6 و )که مرک یکی درروی طر0 و مر کز 
دیگری در روی ([م قراد دادد بترتیب بردایره 0 در نقطهٌُ هر و نقطة 1 


مماس می اشند ۰ 


۲ 


۳۹ 


۳ 
ات 
0 


ده ۱ 


اولا" - مطلوب است دابطةٌ مابین شماع آنها ,6 و ,1 برایآنکه‌این 
در دابره مر بر بکدیگر مماس باشند, 
انیا با وجود این شرط ۳ و ,1 را حساب کنید بر یقی که 


[ع< ,ر)ر) باشد و اذاین‌دو( مینیهم [ دا برحسب ۲ وس وه <ساب‌کنید. 


تانا هلوت ات تشیرا۱:۵ هر گاه از ج. نا # تعبر کته 

۴۳ خط ([] هه مفادله ه -- 100 10۲ ۲ ۷ مفروض است. 

اولا" - ثابت‌کنیدکه خط (] به اذای جمیم مقادیر 90و بر نقطةٌ ابتی 
مانند ۸ که مختصات آن دا تعیین خواهید کرد مرود می‌کند . 


باشا 9 معاد له زیر مفردصض أست. 


ه کت (1۲ - و ( ۲00 ۴ -- ۱) سل و( وتو ۴ -۱) )۱ 
شرط وجود دشه‌های معادلهٌ )٩(‏ دا برحسب مقادیر مختلفه و۲ 
حقیقکند. 

و درحالتی 4٩‏ مماد له (۱)دارای دور یشه «حقیفی عومی با شد: 
برخط ([ نتاط ‏ و 00 دا بقسمی انتختاب می‌کنيم که طولهای آنها بتر تیب 
مساوی رو "و دیشه‌های ممادلهة (۱) باشد . ثات‌کنید که نقاط ط و 0 
به ازای جمیع مقادیر ویر نسبت به‌نقطهُ هر قرینةٌ یکدیگر ند و نیزثابت کنید 


۲ »و كثٍِِ# 
۲-1-۱ ۱ ۱ 


که معادلةٌ مکان هندسی این نقاط چنین است 
نمایش تفییرات این‌تابم دا دسم‌کنید. 

دایعا - تحفیق‌کنید که به اذای چه مقدادی اذ و زاویه ۳۵۵0 قائمه 
می‌شود (ن مبداً مختصات فرض شده است). 

۳ دو تابم ۱ وین 9 و 4۱ 9ووی سل 6 تا 
مفروضند . 

اولا" - جدول و منحنی تغیرات آنها دا نسبت به‌دستگاه دومحودفائم 


۳ 


۱ نیت 


هر گاه ٩‏ اذصفی ۱7 ۲۶ تغییر کند دسم کنید. 
انیا - سطح حاأدث مابین دو منحنی و معدود و عرص منتهای 
منحنی داحساب کنید. 


ال نیت ۱ 


1 
سب << ,7 ر | بر جسب پ و کت ۶ حساب کنید. دا ان 
۵ 


صودت تابع ۹ حاصل می‌شود که جدول و منحنی تغیرات 
آن‌را ر سم می کنید. 

رابیاً ‏ معادلهٌ میاس پرمنحنی فوق مرسوم از مبداً دا معلوم کرده و 
آن را دسم کنید ۱ از تقاطع این مماس با دو خط مجانب منحنی , مثللی تشکیل 
می‌شود, اضلاع و زوایای آن دا حساب‌کنید . 

۳۵ اولا" - معادله هد ۲ لا بل یر (۲۲۷-۱) - رو رابه‌ازای 
جمیع مقأدیر ۲ بحث کنید وحدودیه را بیدا کنید ب#سمی که ۱-- بین‌د یشه‌های 
آن دافم ۳ 

۱ ۲ مب کر 

انیا س به وسیلهٌ دسم مثحنی نمایش تغییرات تأبع 1 
صحت بحث فوق‌دا تحقیق کنید. 

ثالثاً - خطی به‌عرض و به مواذات محود طولها , منحنی تابع ب دا 
در دو نقطهٌ ۸ و ۳ قطم می‌کند . تعیین کنید که 1:2 باید تابع چه شرطی 
باشد تا خطوط ره و 8 برهم عمود باشند و به ازای ۱ در ظل 
ژوایای مثلث ۲ ۵۸ راحساب کنید . 

۲ 

و و مفروض است : 

. جدول و منحنی :) نمایش تغیرات آن دا ندسم کنید‎ -٩ 

۲ خط (] که معادلة آن ۳ ]10 7 است منحنی ر) دا در يك 
نقطه که طول آن صف است قطع می‌کند . تعیین‌کنیدکه به‌ازای چهمتادیری از 
۲ ۰ خط (1 منحنی ) را در دو نَقطهٌ 0 و "۳ نیژقطم می‌کند. 
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بمضوگی۰۳: 


و 9 


۳ - ثابت‌کنید که وفتی‌ که مقدادوور تغییر می‌کند ؛ نقطا 6 دسط قبلعه 
خط ۳۳ *۲۳] در روی حط مستقیم ثابتی تفیپره‌کان می‌دهد . 

۴ زاويةهً خط ([ را با محود رها به ۵ نمایش داده طول قطعه خط 
۳۲ دا برحسب ۸ <ساب‌کرده وتعیین‌کنید به‌ازای جه مقداد * طول 1۳۳۳ 
مساوی 1/۳۲ می‌باشد . 

۶ - تابم يا وج ۲1۲رد ۲ مفروش است . مطلوب است : 

٩‏ - محاسبه مقادی و و ي بطوری که نتمله ۱ ۷ نقطاٌ مینیمم باشد. 

۲ - دسم متحثی ۲ سل »۲ مت و مد با . 

۳ -محاأسبهٌ سطح محصود بین این منحنی ومحور بوها وخط رح 7و. 

۴ - پدست آوردن معادلاً مکاث هنسی‌اوساط دونقطاً تقاطع این منحني 
با خط و وور حت ب ودسم این مکان هندسی . 

۷ -- تابم دید برع ۲ مفروش‌است .اولا ضرایب 
و ۰ و و۲ داطودی حساب‌کنید که‌این منحثی‌اذنقاط (ه د۱) ۸ د(۱د13)۲ 
کذشته و (۳ نیز نقطهٌ عطف مثحنی باشد . 

انیا - سطح محصود بین منحنی فوق و حور »رها و خط ۲-- ۲ را 
حسانت ر لبق : 

۸ مس معادلهةٌ درجة دوم و ۳۷ ( رو ۳) وا (۱ تلد توت )۲ 6ز 
که در آن ۲ پادامتر می‌باشد مفروش است . 

اولا" - منحنی ر) نمایش تغییرات ب دا برحسب ز دسم .کرده نقطه 
تلاقی مثحنی دا با مجانب خودش بدست آودید . 

ثا تیا - ازدوی این منحنی در وجود وعلامت و مقداد دیشه‌های معادله 
مفروضش بحث کنید . 

ثالبْا - می دانیم طول نقاط ءطف هر منحنی ( که معادله‌اش به صودت 


()1< ۲۷ باشد) بدین تر تیب بدست می‌آید که مشتق دوم ۷ نسبت به ۶ را 


رزماط درروی ك ۳-۹ هستعیم وافنند . ۱24 


۱ مت 


ژانتا بت 3 ار تال عصاف در ما یی ۳ است ۲ نسین 0 
۳۲ تلافی مماسش و زمیله ر| بأمیحئی 9 ۰ 


۹ وس سب ۲۷ مفروض است . اولا" مطلوب است. تمیین 


معداد 8 هر گاه انش بر منحنی در زه‌ط4 ب‌طول ۲ موازی خط 7۱-۷ ۲ 


سل »ر 


شود . انیا منحنی ()) نمایش تفیبرات تابع سس و را دس کنید . 


[ ۳ اذمیدا خطی باضر یب زاو به‌ای ۳1۱ ر سم شام است به‌ازای سوه 
مقداد از 111 مفنحنی 4( را فصاع می کذد ۲ 
کی ۳ و۱ فا شاه است ۳ 
۶ 
۱ - مقداد و  ,‏ و عم داطودی حساب کنید‌که منحنی نمایش تغییرات 


اف تیم در نقطهٌ به‌طول ۱ مور ها را فطم نموده و در زتطهٌ به‌طول س 
_ ۳ 


دار ای ما کز یهم یامینیدهی مساوی ۱ سس باشد ۳ 


#۳ 
۲- منحنی (/6) نمایش تغییرات تابع سسست 


‌ را 
دسم کنید ۰ 

۳ - اگر 1۷ ۵ دو نتّطهٌ تلافی خط ( ع< ۷ با منحنی (:)) ٩‏ 1 1۱9 
ضر ببهاعء۶ا زاویه‌ای 0۷ و 0۷ فرض شو نف ۱ فا ذله در حه دمی تشد دهیه 
که ریشه‌های آن ود و و باشند . تعیین نید شر طی راکه باید ( داشته 
باشد تا آ نکه « 0۳۷ برهم و تا نت۵ 

۲ 

۱۳۳ منحنی (ر) ) سا ِ ۷ داده می‌شو د . 

سس 

| ۹ بافر ضش معلوم بو دن 8 بیدا ون معاأد له‌ای را که ریثه‌هایش طولهای 


۱ 
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2۱ 


نقاط تلاقی این منحنی با خط جح بو باشد . جه ففت این خط برمنحنی 
()) مماس می‌شود ؟ 

۲ بادامترم دا قسمی بگریدکه تفاضل ماکزيمم و مینیمم 7 مساوی 
۸ گردد و ماکزیهم ومیئیمم راحسات کنید , در دو سوال ۳ و۴ مقداد و دا 
مساوی ۲ - بگرید . 

۳ جدول تفنیرات ۷ و دنحنی ()) دا باه‌مای در نقطه‌ای اذ متحنی 
۶ طول: 0۱ ٩‏ اش یکی 

۴- بیدا کنیده‌کان وسطه‌ای وترهای (6) داکه‌موازی ۱۶ می‌باشند. 
این مکان داهم روی شکل بکشید . 


ك-- از روی نا بج دیش در ممادله 
ه ج ( و ۲۸۱ -- ۹9  ۱(‏ هر ) ح بر ۲ 997 
در <ست پادامثر ۲0 رس<س ی 0 ر یشه‌های ین فعات ره را که داز 


7 7 ‌ ۱ ۵ 
رست و له و اوءند تعیین گید ان از ای سب حر 1( ر دش ما ده 


1 ۲ 
یاب کی ان توص یت : 


0 سل 0 | یا 


۳ تابع .۳ مفروض آست ۲ 


اولا" - مطلوب است تمیین متداد عددی ضرایب و د 6 هو اه 
به ازای ۳ ما تا بم دارای ما دریمم دآمرئیممی ترا نزن ۴ باشد " 

ثاثیاً - جدول ومتحنی نمایش‌تفییرات تابع .*. 3 مس بو را 
رسم کنید : 

ثالثاً س خطی موازی محود اعد به معادلهُ 00 ع< بو منحنی دا تلاقی 
می‌ کند ده ازای ره ممادیر 112 حط اطع مفبحنی است ۳ مطلوب است دهیجن 
مکان هد سی وسط نقا طع ۳ ۴ ددحنی 3 رسم‌آن 

و ف ۳ روی نیم خط 04 دو نه‌ماه ی و 8 داده می‌شو ‏ نز طو آهای 


بح( ۱ نج 
۲ برابر ۶ سانتیش و 00 برابر ۴ سانتیمترو دربالای دم دونتطا ۸ 


ت 5 7 سس ۳ سس 
و ۳ بهسمی می باشند که ۰0۸-9 2 01۵ بوده ۶ و 


از 0 به یلك فاصله‌اند , اب (آن ‏ رن . 


10 ۰ 


۳۹9 


تا یت بو دن ‌( ۲ 


او سوت ات ان 


99 2 (سدت دراز ای مش قدار ۳ ما کز یمهم است ؛ 
4 0 از ر یشه‌‌ای رل معاد لد درحه دود می اتری و هی نو سیف ومی‌توان آن 

را به صودت وم ( )8 نوشت که در آن (5)] تأبمی امش نگ |( 

وفتی 1 0 تخیر می کند 1 م ‌ تمر تمییر خی 3 1 مطلوت است تفیر ات 1۹ 

رو ی تغییر ات ( )1 2 نفیدن وت ون و کو چکتر بن ممدار ی 2 ۰ 

تایه (۷- ۲۶ 
‌ ۱ -ل- > ۲ 


ن) این تفییرات دا نسبت به دو محور عمود برهم 0 و ون بکشید.ثانیاً 


۴ اولا" تنییرات 


۷ را هعین کر ده منحج؛ی 


از دوی مذحنی ر) در وجود و شماده دیشه‌های ممادله 
و س ( 9 وی ) ست 17و 0و ۲ ست و ارزو ۳ برحسب آندازه‌های مخثلاف‌پادامتر 
ثالثاخط هوا عد و با منحنی :) در دو نقطهٌ ]۷ و ,۷۲ 
بر خودد می‌کند . مکان هندسی فسط ,]36,۷ دا پیدا کرده آن داهم‌بکتین . 
راپیاً اگر بخواهيم ,]0۷ و ]۵۷ برهم عمود باشند , حور دا چه انداذء 
اید کرفت ؟ ۱ 


۵ ممعادله مثلثاتی زیر مفرودض است : 


۲۳2 بحث گید : 


۴ 897۲ 9 -- ۳ 09۲۷ -- ۳ --- ۲ 117 


او لا" آن را حل و دحجت تن زا هر گاه فر ض‌کنيم که عحد 9 ] 


ظ 


ری 7 تحفیق کنید که - - 1۲1 می‌شود و حدول و مبحد نها خن تقو |27 
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۱ 


دا هر گاه و از مم -- تا مه | تغییر کند دسم کنید , الا از نقطهٌ چر 
واقع برمحود ها به عرض ۳ به دونتَطةٌ 13 و ر) از منحنی‌که طولهای] نها 
+ و ۱-- می‌باشد وسل نموده دوضریب زاویه‌ای دوخط ۸ و ۸ و 
0 وساحت مات ۸0 دا حساب کنید . 

6  -- 08 


۶ تابح ۱۳ ۳ ۵ در آن و کمائی است میاه ه و 
«- کار 


۹ "م) ‏ داده می‌شود . 
او ۷" تغییر ات / را که از آی هه ۳ و و -- ۴۶۵۳ و 8 << "ه #۲معین 
ایرمٍ تنییرات دا بکشید . ثانیاً در شکلهای مختلف 


نموده منحئیهای نمایش 


محنی نماش تغییرات ۷ و نی ۸٩‏ و میات "هو ۹۵ تقییرمی کند روث : 


: ی مت سا 
۳۷ ۳ اس و۲۷ سس و۲ ۲ یو / 


یارامثر است مفروض می‌باشد : 

۱ مقداد باداش ج دا طودی تمبین کنیه که تابم ۷ در نفطة 
۲ سس سح مر دارای ماکزيمم باشد 

۲ به ازای ۷ عد هوزکه بدین‌ترتیب بدست می‌آید, منحثی ز) نمایش 
تنییرات تابم ۲ را بکشید . 

۳ خط (] به ممعادلهٌ (- ۷ب مفرش است . میاایب است بحث در 
وجود نقطه‌های برخورد این خط با منحنی ز) برخحسب مةدادهای مختلف 
پادامتر ۸ 

۴ نقطه‌های‌بر خورد خط (1 دمثحتی ر) دا ۷۲۳ و "1۷ 
هندسی ر[ وسط قطعه‌خط ۲۳ را یافته این منحنی دا نیز بکشید . ثا بت 
کنید که منحنی رآ با منعنی 62 يك مجانب مشترك داد . منحنی ,3 منحنی 
6 دا در ده نتطه مهم فطع می‌نه‌اید . دلیل این موضوع دا بیان‌کنبد . 

۳۸ معادلة ۴ حد(۳ - ۳+ ۵()۲۷ 1 ۳۷ -- ۷) ی 


می‌نامیم. مکان 


بت ۱ 


۱- اگردد این معادله عز دا مجهول و ب دا پادامتر بگیریم دددیشه- 
های این ممادله برحسب اندازه‌های مختلف بادامثر بحث کنید , 

۲- از دوی این معادله بو دا پر‌حسب و حساب کرده تغییرات ۷ را 
بر حسب تغییر ات »ر معین گر ده منحنی (ز)) نمایش تفییرات 9 دا نسبت‌به دو 
محود عمود برهم 0 و 0۷ ۷ پکفید . 

۳ منحثی (ر)) دادای محورتقادنی است (۸) موازی ۷۲۵۲ (کدیکی 
از منصف‌الز اویه‌های دو مجاب ر) می‌باشد ) . اگر خطی مانند جوز عع ب 
منحئی (4) دا در ]1۷ و[ , و دومحاب آن ۸ و .2 داش تیب دد.۲ف۳ 
تلاقی کند + ثابت کنیدکه خط فائم بر()) در ۷ (یادد ۷) و خطی که در 
بر۸ عمود می‌شود ۸ دا درد يك نقطه تلاقی می‌کنند (به‌عبادت دیگراین 
خطها دوی ۸ به هم برمی‌خور ند) . 

۴ از دوی منحنی (/4) دد باسخهای معادلة 

۴ص ( ۳-۱ - ۵ ۸()۳ :۳ --۵) 
بر حسب انداژه‌هیای پادامتر ۸ بحث کنید ( اگر منحنی رز را ندست 
نیاوددهاید مستقیماً بحث‌کنید) . 

۹ تابع ۲-۵۴ و ود بو مثروض است . 

۱- متداد و دا بقسمی تمیین‌کنیدکه تابم به ازای ۱ س ‏ پوما کزيمم 
یاه‌ینیمم باشد . 

۲- پس از تعیین مقداد و جدول و منحنی نمایش تغیرات تابم دا 
دسم کنید . 

۳- این منحنی محور »ایو دادد تقاط هر و ۳ تلاقی می‌کند.هطلوب 
است محاسبهُ سطح محصور بین محود وا و فوس ([ ۸ از منحنی . 

۴ از نَطهٌ (ه - بو و ۱ - د و) [۷] خطی مرور می‌دهیم که‌یاحهت 


ون ۱ بسازد . مطلوب است مختصات نقاطتلاقی‌این خط 


با منحنی . 


۱52 


5 ده ازای سح ه مقأدیری از ]۶ تابع دارای ما از امم ۲ "مه م ۱۳۹ 


در صود تی که 9 سیم به‌از ای 4۹ دا :هم و به‌ازای ّ مینیهم باشد / دا مت وق 


3 حاصل ضرف ۷ هساو ی ۲ است ِ 


۳ اگر سب ٩۲‏ و ۲ باشد 1 «طلوب است بعددن مقدار 9 ,۳ 


رسم منحنی نمایش تفییرات تأیع . 
۳ میادلةٌ درجهٌ دوهی تشکیل دهیه که دیشه‌ه‌ای آن عرضهای قاط 
ما کزیمم و مینیه‌م تابع اصلی راشد و دابطهٌ مستقلی از و بین دو ديشةً این 
معادله بدست آورید . 
۱ [- مبادلةً درجهٌ دومی تشکیل دهید که دیشه‌ه‌ایش در روابط 
زد ضیف تن ۲ 
۵ ۴ )۵ )۴۱ 
س(۱ 6( ) 
[۲1 سب ۷ 
[[- دیشه‌های سمادلهٌ درجهٌ دوم نامبرده دا برحسب مقادیر و با 
اعداد ٩‏ و احت مقایسه کنید . 
۴ +4 ۲-۴ و 


۳ 
9 ۲ و 


[11- جدول و منحنی نمایش تغییرات تأبع 
ر سم ذمو ده از رو ی ش 1 مفحفی نا یج وسمت دومرا بدست ود ید ۵ 

1۷ ۱ موازی 0۶ منحثی را دردهو نعمله ۱۷۲ و 1۷۲۲ قطم‌می کند . 
مطلوب است تمعیین معادلهةٌ معات هندسی نفَطه ( وسط ۷۰۷ . 


۳ - تابم ۳۶۰ ۶ 


9 ۷ مفروص است : 0 و ۲ دا 
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۳ 


بطریقی تعیی کنید که منحنی تابع فوق دارای ما و بوده و محور 
1 

عرضها دا در فنقطهٌ به عرص ۱ سب قطع کند . 

> ۱ 


همادا ای :۱۳۰ 
1- منحنی(ر)) نمایش تفیر * ۸ 


۳ را سم 


۱" مختصات نعطه ۴۱ محل تلافی دومجا نب مدحنی (ر6) راحسات 
کرده معادله خط (1را که از نفطه ۳ باضریب زاویه‌ای ور مرود می کند 
بتویسید و برحسب مقادیر مختلفهٌ جور در عده تقاط تلاتی خط (] بامنحنی 
(ن)) بحث نید . 

۷- فرض می‌کنیم که خط ([ منحنی (/)) را در دو نتماه ما نند ۸ و 
3 تلافی ثماً ید ۰ با خت وتیل 45 را از ای وج مقاد یر مم‌کنه 1 4 نمصاه ۳ 
وسط باده حما ([ ۸ می باشد ً 

۲ 
۳[ تا 8 
6 -- ۶ 


بو مفروض است . اولا" و  ,‏ و را 


طو ری تعیین کنید که منحنی دار ای مجاب _ نو ده و یعلاوء خط ۴ << ۲ 


منتحنی را در دو نفطه رف طول ۸ »1 و ۲ تحت > قطم کند 


۲و۲ 


[- جدول ومنحنی نمایش تغیرات كِِ را رسم کنید . 
مت ور 


[[[- ممعادلهة خط مماس بر مفحنی را در نقطه تقاطم منحئی ۳ محو ز 
۷ بنو سید . 
۴ ۳ 
۴ ۱- تمیین کنید تفییرات تأبع 0 اح لو را و منحنر. (ن)) 
نمایش آن را رسم انید ۰ 


۲- آز نقطه (۲--وه) طر خملی 1,۱( باضریبز او به‌اک 9 ریسم می‌کنیم. 


|۱2 


۳ 
ها شرا 19 ریشه‌هایش ۰9 هاای ای در جورد 0 ۳ بامنحنی ۸ 
۱ 
راسد ۳ بت کنید که دا تمددل ۸ ۳ ات 9 ره صورب 1,۱( درحی | ید. 


ه - وور 41 ۴۶۳-۲۳۱ (.]) 
درازای: معمقادیی ور خط ((]) منحنی ()) دادرسه نقطهقداع»ي کند؟ 
بادريك نقطه : یا بر آن مماأس می‌شود ؟ 
۳ اگر بو دا ده بنامیم معادلهٌ (۳) دا مي‌توان به صررت يك 
معأدلهٌ خیلی ماد .بّامناتی ثوشت . 


دنا هس و2 ها وین در حست. ‏ 1[ بحجمثگ 


کنید و بخصوص مین کنید کهبه زو حه معادیری باأید دادتا اینکه‌یرای # دو 
جواب میان "۱۵ و "ه ۶ يا يك جواب میان *۱۵د "۶۰ بدست‌آید . 

۴ به ازای حه‌عدده‌ای صحیح و اندازه بو به‌صورت دسر اعشادی غبر 
متناوت با کسر اعشادی متناوت ساده يا وسراعذادی متناوب مرب ددمی‌آید؟ 
بخصوص عمین کنید نثطه‌هایی از منحنی (ن)) را که مختصات آنها عددهای 
صحیح می باشند . 

۵ مین کنید مساحت سطح واقع مابین منحنی (ر)) ومحجانس‌موازی 
مدو ر ها و دوخط ۲ سد یو و( ع و دا (۲(() . ثابت کنیدکه هر گاه ۸ 
بی اندازه بزر کگ شود , انداذء این سطح دادای حدی است و آن‌حدر احساب 

۵ معادلة  )9 - ۲()۲ + (٩‏ (۱) مفروض است. 

اولا - اگی و دا مجهول بگيريم , در وجود وعلامت دیشه‌ها برحسب 
پاداعتر ۷ بحث‌کنید و همچئین اگرو دا مجهول فرش کنیم بر‌حسب پادامتر 
و و 

ثاناً - ازروی معادلةً (۱)دوتابم و اذمتغیر > بدست می‌آید ,تفیبرات 
این دو تابم دا معین‌کنید ومنحنی نمایش هريك دا هم جداگانه وهم نسیت 
تقد هگا رس کنید . مجموعة این دومنحنی نمایش(۱)است که باید با بحث 
(اولا) تطبیق‌کند . 

ثالثاً - هر خط موازی محود ها منحنی نمایش (۱) دا در دو نتطه 
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1۷1 ژ 1۷ فطم می مد ۲ مکاث عندبی وسط ۷ ]1۷ خطی است راست 
(۵۸) که مطلو تب است معادله و ر سم 1 ۲ بر منجمی (۱) دو مماسی موازی ۸ 
می‌توان ر سم گرد 2 دو مماس را هم نعیین سر 

دایعا اگر ‏ زاویبه‌ای محصورین *ه و*ه ۳۶ باشد؛ برحسب مقادیر 
مخدلفه چپ درد معادله ه سح ۲-1-٩‏ 10 سب 17و ووو ۲ -- ۲2 ۳۵۷۶ بحث نید (هم 
مستقیماً وهم بهکمك منحنی نمایش ۱). 

۲۵4۱ ۱ 
تایح . 


1 مثروش است و منحنی نمایش 
آن دا (6) می‌نامیم , اولا" - درازای همه مقادیر 99 مثحنی (6) از نفطه 
ثابتی می‌گذرد که مختصات آن دا حساب خواهید کرد . ثابت کنید که 20 
هرجه باشد ۰ هر مر کز تمادن منحنی است . ثاثباً - معین کید مقادیر و دا 
که به ازای آنها ب ماکزیمم یا مینیمم شود و اندازه‌های ما کزیمم و مینیمم 
را نیز حساب‌کنيد وبه ازای مقادیر مختلف و , مکان هندسی نقاطی دا که‌دد 
آ نها تابم ما دزیم يامینیهم‌است تعیین‌ کنید . ثالثاً - در ازای جه متادیری‌اذ 
0 منحنی (6) به میحور »ها بر نمی‌خورد ودرازای جه مقادیری بام‌حود رها 
دو نقطهٌ تلافی ۷۲ و "۷ دادد و این دو نو ع مقادیر با دو عدد ,۲ و ,111 
که درازایآنها منحنی مرتباً در نقاط ]" و :۲" برمحود !و ممایاست 
موقمی که دو نطهُ تلاقی "۷ و "1۷وجود دارد .يك 


رارطه ندن وهای او دو نله می‌تو ان بافت که در ان 111 (مست ۰ از روی 


از هم رن | می و ند 


این رابطه بگویید ۲ ]۷[ سبت به ,۲" و ,1" چه وضعی دادند وددایر 
ره قعار ‏ آ۷: ]۷[ حگو نه | ند 0 تاه ۳1 درا بع معر وض 2۷ ۳ ۵ 19 بگیر یم ۱ 


( به‌ازای << ۲۲): / تأ ببی از 4 می‌شو د .حول وممحنی این تا بع را وفمی 


4 4 و اج سا دغییر می کند دمم 9 و سطح حادث ان 
۲ ۲ 


۱ 1 1 ۲ 
منحمی و هجو ل طو لها و دو حط مسب << و مت یل را حسات ۰ 
۳ ۲ 


|۱2 


: 
۲4 
1 


۱ ات 


آن * 


۷ب او ۷ : ۳ ۳۹ و ۳1 . ٩اه‏ در 
۷ ...اس زر 


غککه استا هت هوق در ازو احد مفقروض است . الف - تحقیق کنید که به 
از ای جمیح مفادیر زمجه‌وع ده اسر قوگ مو لدچه نوع کسر اعشادری خواهی 
بود ؟ ب - مقدارو راجنان تعبین کنید که مجمو ع سه‌کسر فوق به کسرمتناوت 
۰ ۲ تدیل شود . 

تاش : تابع سب وس ات و را در نظر می ثیر :م ۱ 

۱- دون استفاده ازه‌غتق معادله‌ای شکیل‌دهید که دیغه‌هایش‌عرضه‌ای 
تقاط ماکز دهم ومینیمم تابم فوق باشد . 

۲- جدول و منحنی نمانش تنیبرات تابع فوق دا هنگامی که و از 
همست تا مه سل تذییر کنی رسم کنید وثابت کنید که مبداً مختصات مر کز 
تقادت منحنی است . 

۲- از میداً مختمات خط غیر مشخصی دسم می‌کنيم تا منحنی راقطع 
کند. درتیداد نةاط تلاقی آن باءنحنی بحث‌کنید و دضم خط دا قسمی مشخص 
کنید که طولهای تقاط تلاقی محصور باشد مابین دو عدد ۱ و ۱ . 

۴ برای آنذکه چهاد نقطه به طولهای و . ظ 6۰ و 0 دافم برمنحنی 
بريك استقامت باشند » باید جه دابطه‌ای مابین اعداد فوق برفراد باشد ؟ 

تقو ومنحنی تابم 1 ۲و0 1 > 17و < 7 را که 
ه << ۲۴ است تعبین کرده و دسم دنین و ححجم حادث از دوران قسمتی 


از منحئی در حول مود 94 واقع مابین خطوط ۵ ححتت 4 3 - را 
داب نید ۰ 


ات اولا تا ۳۵۲ ۴ _ 


۷ مفر‌وض‌است. ا لفمقداد 
۹ 
ووط دا چنان تىیین کنید که عرضه‌ای نقاط ماکزیمم و مینیمم منحنی نمایش 


تابع فوق برابی صفر و جهاد باشد. ب.- جدول تفییرات و منحثی (ر)) ماد 
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۱۲ 


۲ ۵ 6 
تسابع 1 ص 7و را سم گنید و ثا بت کید که نعطه پان) ۳ 
تقادن منحنی (ن) است ومعادله‌های نیسازهای مجانبهای (4) دا بدست 


آوریی ۰ 
تا ات اه و1 جمد مماس می‌تو ان در ‌هنجنی (ن)) رسم 5 ٩‏ 
وم تا ۱ وم دی موه کی کبه ک ترآ ۵ وهای بر ی 
(6) رسم گر د. دطاوب است نسدن مکان هندسی ماد ۷ 4 ۵ رز صود لی 5 
دومماس مر سوم بر یکدی عمود داشای ۳ اک مکان فنتانسن را دسم کنید ۰ 
تالا مس | شا تا بم سل ۲ نی تب ۷ مفروض است ۰ جدول 
3271 
ومنحنی نمایش تغیر ات ان را وفتی 5ه 4 از - ا 7 سل تغییر هی اند رتم 


بب درتیداد جوابهای معا د له ۸ سح سل ۷ 97 که میات 
۹ 


ِ« 3ب می‌باشد بررحسب مفادیر مختلف ۸ بحث‌کنید و نتیجه دا از روی 
شکل تحقیق کنید . 
۲ 
4 تسایع لک 7 - رم اک 
ی 


آنکه ۷ باشد . کان نقطهٌ ]۷ دا بقسمی تعیبن‌کنید که منحنی تابع »و 
برمحود >" مماس شود و این مکات را دسم کنید . ثانیاً مطلوب است تعیین 
مقادیر د5 بمقسمی که متحه‌ی 0 بر مجو د رها مماس نوده و نقطة / )) 


مرکز تقادن آن باشد . به ازای ۲ حب و و ۱ و منحنی نمایش تأبم ۲ 


۳ رسم گید . ۳ ازمیداً مختصات حصای غیر هشحص دسم می‌شو د. در تعداد 


|۱2 


| ...مت 


( ده 


نقاط تلافی وعلامت طولهای آنها بحث کنید ی این خط منحنی را در دو 
زمسلد 11۰ و۷ قطم کند 4 مطلوت [ گت مکان ضددسی نعطه ۳ مر دج او افی 
نقطهٌ () (مبداً مختصات) بت به دو نفطهٌُ ,۷ و ۷۲ داضا کات هزوی 


ی 
۳ را بیدا کثید که از آن بتوان دو ممأی ءمود برهم بر منحنی تابم 


(ز4) دس کرد . 
سر 
ت 0سا- و1 و 
جدول تفییرات و منحنی ()) نمایش آن دا دسم کنید. 
تب حط 0 - 7و رأدسم‌می کنيم .معا دله‌ای تشکیل دهید که ریشه‌هاً یش 
طولهای نقاط تقاطم خط ومنحنی (2)) باشد وطولهای نقاط تقاطم دا با اعداد 
اس و ۱ مفایسه‌کنید . 


0 اولا - تا بو (۱) مفروض است , الف 


ج - جدول‌ومنحنی نمایش تفییرات‌تابع وور ۳۵۲-۱۲ - ۷ عد عد ب 
دا هنگامی که ۲2 تغییرمی‌کند دسم کنید . 

د- ثابت‌کنیدکه خطمنصف‌الز اویهٌ ناحیهٌ اول وسوم‌محورهای مختصات 
منحنی ()) تابم (۱) دا فقط دد يك نقطه قطم می‌کند . طول آن نقطه را 
حساب‌کنید (جواب اصم مر کب است) . 

انیا اگردرتا بم (۱) ۰ > دا به ۵و تبدیل کنیم : 

۱سا ین وا ۲ بو و ۳ 
0-1-۱ و ۵-1 ور 

الف - صودت سرفوق د؛ بر حسب خطوط مثلثاتی به به عبادت فا بل 

محاسبه به وسیلةٌ لگاریتم تبدیل‌کنید , 


000۵ 881 ۲ 
2 17 سل ۱ 


هنگامی که 0 از صفی ۳ 4 تغییررمی کند دسم کنید ۱ 


ب - جدول و منحنی نمایش تغبرات تاد حت ب را 
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جبر شدُم ر با صی 
ی ۳ 


۱- تابم ۱۳۳۳ ره اک 
ی 

۱- جدول تفییرات تابم فوق دا نوشته منحنی نمایش تفنیهر ات آن دا 
رسم‌کنید . 

۲ - فرض‌کنیده منحنی نمایش تفییرات فوق دابا خط ع[عد ۷ موازی 
محور »و قطم کرده‌ايم . دد وجود نقاط تقاطم این خط و منحنی بحث‌کرده 
ما کز یمم ومینیمم تأبع فوق دا به‌این طریق تعیین کنید . 

۳ - فرط می‌کنیم که خط »اعد ۷ موازی با محود ا منحنی نمایش 
تایم فوق دا در نقاط ۸ و ([ قطم کند . مطلوب است معادلة مکان هندسی 
نقَطهٌ ۷ دسط فطه خط ۸1 وقتی‌که خط عا-- ب به‌موازات محود ‏ تفییر 


مکاث دهد . 


۲ ۲ 

0 -- زر 
به‌ازای جمیع ممقأد بر 111 ( باستثنای 0 ۲( ) دار ای ما دز بهم ومینیهمی‌است 
و اک "]۷[ زمطه ما کز یمم و ۷1 2 هیدهم زا ۱ ات کف که مد ۷ 
وسط ۱۷۳۷۳ همو اد ه بر حط مستعومی جر ات یرم دق 
تا بع >( -- 1 517 #۷ مور وص است : 
۷ ات تا بم / ر | فا دل مدا سده با لکادیتم کنید ۲ 
۲ - مطلوت است | ندازه قوس زو در تابم فوق بطر بةی که ممدار تأبع 
۳-۷۱ ۷ 

۳ 


هت 9 


شود ( به دول لکادیتم احتیاج ندارد) . 


ه بآ 
9 مطلوت است سطح مهو د دن منحنتی وف و محود ور ببن دو ناه 


ِ» و و را مداسیه هم بهجدول لگاد یتم احتیاج (عشیت | ۰ 


۱۱ 


۳۷-۱ ۲ پر 
۳ ۲ > 
۴ شجه دا ازروی مشق تحفیق کنید ۱ 


۴ . ۱- مأکز یمم و مینیمم تأبموسنستب را بدون بکار بردن 


مشق حسابت تیف و دید ددسه 


۲ - اولا"- تفیرات دو ابع ۲ بوچ / ید بو دا من 
کنید ومنحنی (:)) نمایش تغییرات آنها دا دسم کنیه . 

ثا نیا -اذروکهنحنی()) درریفه‌های‌معادلة هس ۲ ۳ و۲ زا 
به‌حس بادامتر» بحث‌کنید و همچنین دیشه‌ها دا با عدد ۲ 1 مقایسه کنید و 
نتیجه رادرجدولی درج‌کنید . 


جا دا جگونه تحمیق خواهید کرد که نقط < س بو س و شر ۳ تمارن 


منحنی درجهة دوم ه ۲ ۳ ۷7 پو۲ مت ۲ ۷ است ؟ 

۳ - در شمادة دیشه‌های ممعادله و عب ۲ لد و برحست ممأدیر 
پادامتر ع بحث کنید . 

۳ - مستلة ٩‏ - اگر ,21 قاط تلاقی خط جروت بو با منحنی 
(0) نمایش تتییرات تابع لک و باشه , اولا ط دا تعیین 

و -1- 0 - ۲ »و 

کنید برای آنکه حاصل‌ضرب طولهای ,1۷۲ و ,۷ ستگی به ۵ نداشته 
باشد (" - دا) . 

درسوالهای ذیر ‏ دا برایر ۲ع احتیاد کنید . 

انیا - انقسمت اولا نئیجه بکیرید که اگر تابع بو دادای يك ما کز یمم 
و يك مینیمم باشد , دیشه‌های مشتق بو دو عدد قرینه! ند وهمین خاصیت دا از 
روی محاسبه هم تحقيق‌کنید . 

تالأ-(ر))رادرازای ۱عدو وه د و دسم‌کنید . رایع به‌کمك نموداد» 
ریشه‌های معادلةٌ درجه دوم ه ‏ (ه )۵ (۲ )رت ۵٩(‏ -- )۲ > 
را در ازای مقادیرمختلف ( با اعداد ۳ و ۳--مقایته کنید . خامتا ان 


۳ تصاویر ,]۷ و 1۷۲ روی محور ها باشند (در ازای یکی از 
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ند ۳ 


مقادیری) , ثابت کنید دفتی که وور تغییر کند » دایر؛ به قطر 1۳,۳ بردایر؛ 
ثابتی عمود می‌ماند . 

مسئلا ۳ در جوایهای امعادلهٌ ذیر بر حسب مقادیر مختلف ۲۵ 

بمحث کنید : 
جر یوت یو /] سل 120 - ۱ 

۴ م-ئله اودل اولا - درمعادله و ۱ ۳ رما 
به‌فرض اینکه ۷ مجهول و > پادامتر باشد , به ازای مقادیر مختلف * 
قفای سار را یا اعداد ۱-- و ال مقایسه کنید و نئیجه دا دد جدولی 
بادداشت کنید . 

ثا نی جدولوه‌نحنی(ی)) نماایش تغییرات تأبع ۱ست یر / ۲6 << ۷ 
را دس‌کنیه و از دوی متحنی (ن)) به ازای مقادیر مخثلفهٌ »زر مقادیر بو دا 
باعددهای ۱و۱ -- مفایسه کنید . ۱ 

ثالثأ- مکان هندسی‌اوساط وترهای موازی محود بوها داددمنحنی (4) 
تبیین کنید و نقاطی از منحنی (ن)) دا بدست آودید که قائم بر آن نقاط , با 
ضریب زاویه‌ای ووز باشد . حدود مقادیر وور دا چنان تعیین کنید 5ه مسئله 
جواب داشئه باشد . 

مسغل‌دوم - داد میات ۲۹۸ ۱ ۳۵پ را به‌ازای 

3 سب ۷ 
گ و حساپ‌کنید . 
۴ 
8۵ . ۱- اولا" منحنی نمایش تنییرات تابم زیردا وسم‌کنید : 
بد + ید و 
انیا داگر ظ نقطه‌ای ازمنحني به‌طول» باشد ‏ مطلوب است مساحت 


سطح محصود پین منحنی ومجانب غرموازی آن وعرض ثابت نظیر به‌طول 
۲ و عرل متیر ۲ یر . همچنن تمین‌کنید حد این سح دا هرگاه ‏ 


|۱2 


۱ 


به‌سمت بینهایت میل کند . 
ثالثاْ -مماس پرمنحنی دد نطةٌ ۸ مئحئی دا در نقطهٌ دیگری مانند 
قطع می‌نماید . مطلوب است محاسبهٌ مختصات نقطهٌ (] و معادلهٌ مماس 
برمنحنی دد این نقطه . 
۲ - منحنی نمایش تغییرات تابع زیردا دس‌کنید : 
اد 
۶ 


بت ۱ مر خوا از رما #* س_ 


مماس‌کنیم . اولا معادله‌ای تشکیل دهیدکه دیشه‌مایش طولهای نقاط تماس 
باشد . ثانیاً معان نقطا ]1۷ دا جناث تعبین‌کنیه که معادلا : 

۵ بح و ۲ و۳ آیو(۱ 1 () 
يك دیش مضاعف داشته باشد, این مکان دا دسم‌کنید - در آن ناحیه از مطح 


ژ خملی بر‌منحنی ۳ 


دوم‌حورمختصات کد ممادله دار اي يث جواب می با شد هاشود یز نید ۰ 


۲ -اولا" جدولومنحنی نمایش تغییر ات‌تابع ۲۷/۳ + ات ۷ 
,۱ رسم کنید , 


۳ مطلوب است تعیین معادله ومکان هندسی وسط و ترهایی در این 
منحلی که همه با ضریب زاویه‌ای ۲ باشند . 

۳ - اولا" - جدولومنحنی نمایش تغیبرات تا بع »و۲۵ ۲ ونم ع بو 
رارسم کنید : انیا تابع اولیة ۲ (۲۵۳ ۲۱ ومم) را حساب کنید . 

ثالیا - هر گاه سطح محصود بین فوسی از این منحنی و دو محود 
مختصات وغر ی تقطه‌ای از متحدفی ول در حول محوز ۳3 دوران کند» 
حجم حادث را حساب کئید ۰ 


ِ__.- اف تک تأبع 


ِ و . مطلوب است تعبین 
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مقادیر ۵ ۰ و 6 بطریتی که تابع مز بور به‌ازای ۲ < یو دادای مینیممی 
برایر صفر بو ده و مماسص بر‌هنحنی آن در نفطه داطول ِِ حط ۱۲ ۲ 
۲ 
موازی شود : 
ِِ مطلوب است دسم جدول ومنحنی نمایش تفییرات تابع 

۲(۲ - بو) 

(۱-- ») > ِ"» 
و محتك درعده نقاط تقاطع 107 <- ۲۷ با ان منحنی . درحالتی ده حط مر بور 
منحنی را در دو نمطه و ]۷[ قطع کند ۱ مطلوب است تعیین دابطه‌ای بین 
۱ طولهای تقاط مز.بور که از 0 مستمل بداشد . 

۳ - اگر نفقاط "] و "۲ بثر تیب تصاویر نقاط ۲۲ و 1۳ روی 
محورطولها باشنه , مطلوب است نعیین نقطهٌ ثابتی مانند ۳ روی محور >« 
بطو ری که ۳۲ ۷ ۳۲۲ مساوی مقدار تا یی شود . درصورتی که نقاط 11۲[ 
و "]] مننکس یکدیگر داشند هم وقفوت اننکاس دا هم ممین کنید . ضمنا 
ثابت کنیه که : 

الف - تقاط 1 و "۲۲ همیشه سبت به دو نقطة ثابت و مشخصی 
مزدوج توافتی یکدیگ ند . 

لد بت جمیم دوایری که ر۵ قطر ۳1۳۳ ر سم‌شو ند ۱ دارای محوداصلی 
تابقی نو ده ومم‌شه بر دایره ثابتی که شماع و هر گز و ماد له آن ر | معیین 
خو اهید گر د عمودند . 

۸ سس مطلوت است رسم جدول ومنحنی (ر)) نمایش تغییر ات تأبم 

(۴ 


ِ ك‌ّ 


انیا - خطی موازی محور رها و به‌عرش ۵ منحنی (:)) دا قطم 
ثمو ده ؛ معادله‌ای تشکیل دهید که رد یشه‌هایش طو لهای ۱۳۳ تما طع باشد در 
وجوداین نقاط به‌ازای مقادیر مختلفه و بحث‌کنید و و دا جنان تعبین کنيه 


|۱2 


جد ۲ 2۲ 


که ییاز دیشه‌های این معادله دیش مضاعف باشد . در این حال دیشه‌های 
معادله را حساب‌کنید . از روی شکل نیز در وجود این تقاط بهازایممادیر 
بحث‌کنید و ددستی بحث جبری داتحقیق کنید. 

ثالثّا - مطلوب است هحاسبةٌ سطح محصود بین قوسی اذ منحنی (:)) 
و خاوط واحت بو دوع »زر و ۲ << یز . 

رابماً - از نقطهٌ ]1۷ به‌طول ۲ واقم بر منحنی (ر)) خطی با ضریب 
زاوبه‌ای ووو دسم شده‌است. این خط بهازای مقادیی معیئی از ۱0 منحنی()) 
را در دو نقطهٌ دیگر قطم می‌کند . معادلةٌ درجةٌ دومی تشکیل دهید که 
ر یشه‌هایش وهای ان تا اش بر هدام سا ذله ساب رم با شوه 

نج ۲ - ات و( 100 - ۱) 

به ازای چه متادیر وج نقطهٌ [۷ بین دونقطهٌ تقاطم دیگر یا درد خادج آن 
دو نمحاه وافع می‌شود . 


۵ )۱ -( 


ِ مفرروض‌است " 

اولا" ت درون افیا هی از مشتق او نمطه ما کز یمم ۳ میذیمم تابع 
را خی آ تسف 

۳ - جدول و منحثی ()) نمایش تفییرات تابم دا دس کنید و 
قوسه‌ای مجدت و مععر و هم‌چنین مختصات نقطهُ عطف هبجنی (6) را تعیمن 

خاللا - افو میتی ارت <صلی بر منحلی (ر)) ممأس نا طول فاد 
تماسص وضر «ب زاو بد‌ای حط مماسص راحساب نید 

داپیاً - «طلوب است محاسبةٌ سطح محصور بین منحثی ()) و محور 
ها از نفقطهٌ به‌طول ۱ تانقطهٌ به‌طول ۳. 

مسئله۳ - اولا - به ازای مقادین مختلفهٌ وور دبشه‌های معادلة : 

2 وزز سا ۲ -۱(۲ -- 102 ۲ ) 


را با دوعدد ۱ و ۱ - مقایسه کرده نتیجه دا درجدولی نمایش دهد. 
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انیا مد به‌اژای 0۵ 2 1 و ۷ -- 171 ممادلهٌ فوق چنین هی‌شود : 
۵ -(- بن ۲ 8111 
۹۹۹ ِ"ِ/» 
جدول و منحنی نمایش تغییرات تابم و دا هر گاه » اذصفتا ۲۶ تغبیر 
کند رسم کنید . 
#۰0 هستئلة -٩‏ ممادلة هس ۱ مه 2 مفر وش است. 
اولا- مطلوب است دسم جدول و منحنی (6) نمایش تنبیرات تابع ۲ 
از دوک معادله مفروش. 
انیا - هر گاه عو پادامتر و ب دیشهٌ معادلهٌ فوق باشد ؛ دیشه‌های 
معادلهٌ مقروض دا به ازای مقادنر پادامتر جر با دوعدد ال و ۱ هقاسه 
کنید و در جدو لی یادداشت کنید و نیز از دوی شکل منحنی (6) ددستی‌مقا.سه 
دا تحقیق کنید . 
ثالبا - مطلوب است تعیین حدود ضریب زاویه‌ای خطوطی‌که از مبداٌ 
مخثصات می‌گذد ند و منحنی (/)) دا قطم می‌کنند و نیز می‌توانید این‌حدود 
را از دوی شکل منحثی ()) بدست‌آورید , درحالتی‌که یکی از این خطوط 
قائم برمنحنی (:4) باشد.حساب‌کنیه مختصات موقم این قائم (محل بر خورد 
آن بأمنحنی) دا. 
مسئل ۳ مطلوب است رسم جدول دومنحنی نمایش تغییرات تأبم 
نگ ش۱۳۳۳ 
و00 او 
هرگاه > از صفرتا ۲7 تفییر کند . 
۱ ۱- او - مطلوب است‌دسم جدول ومنحنی(,)) نما یس تغیبر ات‌تا ب؛ 
۳ 
۲ - یو 
ثا نی - ا بت کنید که خط »زو ب فقط دردو نتطه منحنی (ی)) دا فطع 
می‌ کند. طولهای این دو نقطه داتعیین‌کنید . به ازای جه مقادیر جط طولهای 


: 


|۱2 


ند ۷ ۱ مت 
انوم دو 1۳ وی ٩‏ 8 ۲ سب واقع است ۰ بدون استفاده از هشتق به ازای 
چه مقداد ۲0 این خط برمنحنی ممای می‌شود ؟ 
ثالبا- ثابت کنید که منحنی 6,۱) فقط دادای يك نقعلةٌ عصلف است . 
مختصات این نقعله دا حساب کنید . د چه فواصلی از مثفیر >« منحنی (/)) 
۲ او لا" مطلوب أست رسم جدول ومنحنی(آر)) نمایش تغییر ات تأبع : 
٩‏ سل باس آ پوت ۲ ۲ 
تائیاً - از مبدا مجتمات شخطی چنان. مرود نموده که برمنتحنی (0) 
قائم امد ۰ هی ات ۳ بر موودآن را 3 معحبی <ساب کئید. 
۳ مطلوب است تعیین تابم او یه عبادت ۸3۰۵۳ ع< ۲ بمسمی 
که به ازای مد و صفرشود . 
۳ 


ار رس 8189۵099 مت ۱ ع< وا ۲ 
#۳ مسقلةً ٩‏ اولا - بهفررض‌اینکه 0 باشد , 


مطلوب است مىادله مکان نقطةٌ ]۷[ هر گاه ٩‏ مقادیر ممکن دا اختیاد کند . 
تحقیق کنید که این‌مکان درچه فاصله‌ای از متنیر چد واقع است. 
ثانیأٌ- مطلوب است دسم جدول و منحنی (:)) نمایش تغییرات تابع : 
هد ۲۲-۱ ۲۲ . براین منحنی قائمی باضریپ زاوید‌ایه ویو دسم شده : 
است . مختصات موقم قائم دا برحسب ووو حساب‌کنيد . 
ثا لا - می‌خواهيم ذنتطام ۸ قالم (1 دا برم‌نحنی()) دسم کنيم . 
مطلوب است معادله‌ای بررحسب 0 و م که در آ 9 ضریب زاویه‌ای قائم (1 
باشد . ثابت کنید که از هر نقطهٌ محود ها فقط يك قائم بر منحنی (0) 
می‌تو ان دسم کرد . در حالت مخصوص شطهٌ هر دا چنان تمیین کنید که 
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قاضا ای اه ۱ ۸ خطی با ضریب زاویه‌ای ۱ رسم کنید تا 
منحنی (ن)) دا قطع کند . حساب کنید مساحت سطح محصود بین قوسی از 
منحنی (ز)) دخط مرسوم از هر و محود رها دا (آن قسمت که بالای محور 
۳ 

مسئْلة ۳ اولاا- مطلوب است دسم جدول و منحنی ( 6 ) نمایش 


تغمیر ات تابع 2 


+ _ 
(و- وا 


تانیأ- به فرض 0 << ۲۷ مطلوت است مقاسه اعداد 9 ر 


۲ ۲ 
دیشه‌های معادلة هت ۱ عو(۱ 4 و) ۴ - یو( ووو)۴ _ , فقط از روی 


دسم منحنی امایش تغییر ات 10 بر <سب متذیر یر . 

۳-هسسُله -٩‏ اولا در تا بل »0 > اه ارو ع پوضرایب 
دا طورعه تعیین کنید که ۱عتعو ریشه مضاءف تابع بوده و نقطة عطف منحنی 
دوی محورد بوها و یه عرص ۲ ناشن , 

ثا نبا - منحنی (ن)) نمایش غیبر ات تا بع (۲ )۲ (۱ ز) ت 7 
و خط )(1)( به معادله ۲ ات ۷ را در ۱ محودهای‌مختصاتر سم 
نمو ده و سعاح محصود ین هنحنی و جح : آن فمنعست راکه در تأحیه اول راد 
دارد ۱ حساب کنین ۰ 

۴ دا در 2 حجو د و علامت ر شه‌های شاد ۵ تحت [([1 سب ۲ سل و۳ )و 
بر‌جسبت مقأدیر 01 «حث 2 نشبجه بحث زا از رو ی مفحئی (ر)) لیر 

اما او ی را ۸ به‌اذای بسی‌مقادیر» که‌تعین خواهید 


کرد سه ممای بر مثحنی (ی)) می‌توان دسم کرد که یکی اذ آنها بستگی 


۱52 


یج 


ی 


۲۳ 
به مو ضم نفط ۸ ندارد . 
نفاط تماس دومماس ک کین 32 وسس 0 1۳۳۳ ۸ را | لور 2 


معا د له‌ای تن دهید 3 ریشه‌عایش و تِ 


دو مماس بر برهم عمود تک 

مسئلة - منحنی تور تکیه ات تابم ۲ سد ایو 2 سک < را رسم 
نت باسق. اسف که دوقائم با ضریب زاویه‌ای 90 برمنحنی می‌نوان دسم 
کرد . اگر ۸ و 1 موقای دو فا ثم باشند , بافته کنیت. .29 نقطه ۷۲[ وسط 
خط 3[ ۸ همواده نعطه ثأبتی است . مختصات آن نقطه دا حساب‌کنید . 


( 10 - >و) و 
۲( 9 سل عر) 


تسین رن تامنحنی تابع درمیداً ۳ بر تیمساز ناحیه دوم ممأس دود 


۴ - مسئلة اس اولااب ددتایع حه و مقداد و۲ داطودی 


(۱-ب ) »1 


۱(۲- بور) 


۸ زمصله عصطلف مجمی اشتنخ, ‏ 


انیا منحنی (/)) نءایش تنییرات تابع بو را زسم 


وی ی يم ک ۱ ۱ 


9 - از دوی محنی (ر6) دیشه‌های معادله : 
۵ 2 و 4 ۲1۵-۱ )سا و(۱ اس جوز ) 
۳ با اعداد ۱ اه ٩‏ ست مما دسه نمو ده 5 تتیجه را درجدولی ثنق سید . 


دابا - از هن نتطه ۳ ,۷ عموماً سه ممای می‌توات برمنحنی(/)) 


رسم‌کرد. معادله‌ای تشکیل دهید که ریشه‌هایش طولهای نماط تماس باشند . 
اکیات عتق وا » الا مطلرت رد تووت»: 
هب۵ ۱ بو(۵ ۲۲۷۳۳/۱۷۲ در می‌آید . 
به ازای ۳-- بح یه دارای رشه مضاعف است . مداد دیشه مصاحف و ددثة 
دیگر دا بدست آورده معادلات مماسها دا تعبین وآنها دا دسم‌کنید . 

مسئلةٌ ۴ سب منحنی نمایش تنییرات تابم > برع رو دا در 


کنیدو سطح محصود من منحبی و دو ح ۱ حت ٩‏ و۴ عحه . ور راحسات کیت 1 
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ات تا که اف اب 


اه ۵ 


68 اولا" - در وجود دیشه‌های ممعادلهٌ: 
ه سح ۱ - ۲0 ز(۱ سب 00 )۳ ۷۲ پرحسب مقادیر جیر بحث کنید د 10 
دا آنطور تعیین کنید که نقطٌ ماکزيمم منحثی سه جمله‌ای طرف اول دوی 
محود طول قراد گرد . 

انیا منحنی (/6) نمایش تفییرات تابع ۱()۲5۱(۲-- )۷ 
را رسم‌کنید وجهت تحدب دتقعر آن دا نسبت به بوهای مثبت پیدا کنید . 

ثالثاً - بر ننطهٌ عطلف منحنی خطی باضریب زاویه‌ای علٌ دسم‌کنید ودر 
وجود نقاط تلاقی این خط با منحنی (/)) بحث کنید و به اذای 1-1۳ 
مختصات تقاط تقاط را پست آودید . ۱ 

رایعاً ه خط ۱ و۱۳ عد یو را در صفحهً محورهای منحنی (6) 
دسم کنید وسطح محصود پین منحنی و خط مز بود , آن قسمت دا که پالای 
و ال رای تاره سای که . 

خامساً - نقاطی اذمنحنی (ر)) دا بیدا کنید که فاگمشان با جهت‌مثبت 


بو فلا 2 و 


1 


#7 اولا" در وجود رد بده‌های معادله: 
نع ۱ و ۲ ع(۱ ۲ ۲۲۵) ۲ »ر ۱) 
پرحسب مقادیر ور بحث‌کنید وشمناً قابت کنیدکه دابلاٌ : 
۲ هه "+0۱ (۲) که بستگی به جر] ندادد بین دیشه‌ها موجود است. 


ی 0 و ار 
یا - منحنی (ر4) لماش تفییر 9 


وس وفابت نیت که معل تعا طم مجا نیوا مر کی اون خی است.: 

تالا - خط جر سب عموماً منحنی ()) دا در دو نقطاٌ ]1۷ و ۷[ قطع 
می‌کند . اگر ]۷[ و "۷[ تصاویی نقاط ]۷ و ۷ دوی محود طول باشند , 
به‌کمك دابطةٌ (۲) تحقیق کنید که دو نقطهٌ ثابت که تمپین خواهیدکرد برمحود 
طول یافت می‌شودکه پاده خلهای 317 دا همیعه به توافق تقسیم می‌کنند . 


حد ۲ را 


(۱۱۹91 952 


س۱ ۵ 


دایعا - خط وعا و منحنی . (0) دا به ازای مقادیرع در دو نقطه 
فطم می‌کند . مقداد ع[ دا آنطود عیین کنید که نقاط تقاطع دد طرفین 
محود ها قراد گر ند . 
خامساً ‏ ریشه‌های معادلةٌ (۱) برحسب ۲0۱ برابرند با : 
۵-۱۱ ۲) وو۲ ۷ ۲۱۱-۱ عد پر ؛ منحنی‌تایع : 
2۷/۲/۲۱ ۲:۰۱ ع< بز 
را رسم دنید ۱ 


ظ ۲ 1-۱- 21 
۷ مسئله - تأ بع ِِ 


۱ ثابت کنید که تمام منحنیهای تابم فوق به ازای جمپع مقادیر ۵ 
از نقطهٌ ثابت ۸ مرود می‌کننه . مختصات این نقطه دا پیدا کنید . 

۷ اگر6) و06 دو منحنی تلبر دو مقداد متمایز ,ه و ,و باشند » 
تا بت کنید : 

الف - دو منحنی مز بور نتطةٌ مشترك دیگری غیر از ۸ نداد ند ونیز 
درنقّطهٌ ۸ نمی‌توانند برهم مماس باشند . 

تس و وی ازور نفطهٌ هر نسبت به هم قائم باشند 
ابن است که ۴- حج‌و و باشد . 

۳ در حالتی‌که تابم فوق دارای يك ماکزیمم و يك مپنیمم است : 
تحقیق کنید که مجموع این دد مقداد بستگی به ۵ ندادد و نیز تحفیق کلید 
کار ار وک ان ری ات 

۴- مقدار و داآنطود پیداکنید تا منحنی نظیر آن محور طول دا در 
قطهٌ به طول ۲ ه قطم‌کند . 
بع ۲-ک۳-. مد وراد کنید. 

۲ در معادله : هس ( ۲12۱-1-۱ ) -- »و۵ -- " کل ۲10 
حدود و دا آ نطود تعین‌کنید تا فقط يك ديشه آن بين اعداد 2 


۵ - منحنی (ن)) نمایش تغپیرات تا 


هن 


قرار گرد و بعد , از دوی منحتی () ریه‌دهای ممادله دا با اعداد ۲۲ و 
۱ مقاایسه کنید . 


۷ حط 0 ت< ۲ منحئی (6) را عموماً در سه نقطه قطم می‌کند. 


مقداد و۲ دا آ نطود بیابید تا خط مز بور در نقطهٌ به طول ِ- بر منحثی 
مماس شود . مختّصات نقطهٌ تلاقی دیگراین خط دا با منحتی پیداکنید . 
‌ ی ۱ بت 
سل ۳ توابم‌اولية تابع 1۷/۲۷۳ ۰ ۲ << ۲ را 
بدست آودید داز میانآ نها آن دا انتخاب‌کنید که منحنی نمایش تغییراتش از 
هب 
نتطه ۱ 
۳ 


۷ بگذرد . 


_۲ 
۶۸ - مسئلة ٩‏ - تابم - صسح + 


وی ۹ 

۱- بدون‌استفاده از مشق تحفیق‌کنیه که تابم فوق فقط يك ماکزیمم 
پايك مینیمم دارد و این مقدار را حساب‌کنید. 

۲- منحنی (0) نمایش تغیبرات تابم فوق دا دسم کنید . 

۳ ثابت کنید که دو نقطه برمثحنی می‌توان بافت که مماس بر آ نها 
محورعرضها را درنقطه‌ای به عرض يك قطم کند . طولهای این دو نقطه را 
3 

۴ از دوی منحنی (6) دیشه‌های معادلهةٌ زیررا با اعداد و۲ 
بدون هیچکونه محاسبه مقایسه‌کنید و نتیجه دا درجدولی بنویسید : 

۵ عد 100 ۲ مس و( ۱ - 190) سب ۲ ز(۱ -- 9 ) 
مسفلل۳- اولا - منحنی نمایش تغییر ات و و/عو ۳ دب رادسم 
ثا نیا - معادلقاگم برمنحنی۱-- > /6۷< ۲ را در نقطه به طول ۴ 


|۱2 


وی 


بنویسید و این قائم را رسم کنید ۱ 

اب مطح محصور بین ملحنی و محور طول دقائم مز بود آن قسمت 
راکه در دبم اول قرار دارد حساب ائید . 

4 مستئلاً -٩‏ تابم ۲ (وو )»دس و مفروض است. 

۱- پادامتر ووو دا آنطود تعیین‌کنیه تا ضریب زاویه‌ای خط مماس 
بر‌منحنی در نقَطةٌ به‌طول يك برابر ۸ شود . 

۲- منحنی نما یش تغیر ات تأابع ۱(۲ ۲ )»2 سد ۱ را رسم کنید ّ 

۳ از نقطهٌ ‏ واقع بره‌نحنی به‌گول ۱-- خطی باضریب زاویه‌ای۲ 
د سم کنید. خواهید دیدکه این خط منحنی را در دو نمطةً دیگر 3[ به طول ۱ 
وز) به طول ۲- قطم می‌کند . سطح محصود بن منحنی ومحودطول وپاده 
خط 3[ دا حساب کنید . 

مسئلة ۲ منحنی تأبع ارم ۱ 17 2 ۲ با را رسم کنید. 
۱سل- 56 ۲0 ۲ -- آ ر 

0 -- زر 

۱ بارامتر 9 را آنطود تعیی‌کنید تا فقط یکی از دو مداد ما کزیمم 
ومینیس تابع صفرشود و مقداد دیگری دا حساب‌کنید. خواهید دیدیرای 19 
دومقداد بدست می‌آید. تحقیق کنید که به ازای هريك ازذاین ده متدار کداميك 


۷۰ تأبع ۷ مفروش است . 


از دومقداد مأکز یمم و میئیمم مفروض است. 

۲- الف - بدون حل معادلهٌ ه -- ۲ + ۲۳-۷ (۱) ثابت کنید 
که این معادله سه دیشه دارد و تحمیق‌کنیدکه يك دیش آن ۲ - می باشد . 
علامت دو ریشهٌ دیگردا بدست آودید. 

ب- بدون دسم منحنی تأبم فوق سطح محصود بین منحنی و محور 
طول و دوخط ه - یو و ۲ -- حه یو را حساب‌کنید. 

۳-تحقّیق‌کنیه که طولهای نقاط تلاقی دو منحنی(,)) و (ن)) نمایش 
۲(-- ) ۱-۶ 
سیر ۲۱ ۲ 
هستند . و با توجه به‌علامت دیشه‌های این معادله دو منحنی را دد بلف‌وسشگاء 


تغییر ات دو تابم ,۷ ریشه‌های معادلث(۱) 


0 


محودهای مختصات دسم کنید و عرضهای ننظیر دو نقطهُ تلافی غیر اذ نقطة به 
طول ۲ -- دا و ,»1 اخثیار کنید . 

۴ خط اعد و منحنی (6) دا دد دو نقطهٌ ]۱[ و ۳ به طولهای 
و ۳ عموماً قطع خواهد کرد , معادله‌ای تشکیل دهید که ریشه‌هایش 
طولهای مز بود باشند و نیز همین خط منحنی (/)) دا در نقطهةٌ ۳ به‌طول, 2 
که بیدا خواهیدکرد تلاقی می‌کند. وضع این سه نقطه دا ذسبت به‌هم وفتی که 
تغیرمی‌کند » ازدوی شکل بردسی‌کنید و نتیجه را ددجدولی نقل‌کنید. , 

۵ - به ازای ۳ که‌تعیین خواهید کرد نفقطهٌ (] دسط باده خط 
۷ قرار دادد . اگر ,۳ و .۳ دو موضم مذکود و ,60 و ,60 بترتیب 
مراکز تقادن دومنحنی (:)) و (,ن)) باشند » نشان دهیدکه این‌جهاد نقطه 


برامتداد يكك خط مستفیم قرارداد ند و معادلهٌ این‌خط را بدست آودید. 
۷٩ 7‏ - مسئلة ٩‏ - تاه 


۱- دوپادامتر ۵ و دا آنطود تمیین کنید تا نطهٌ ما گزیمم منحنی 
روی نیمساز ناحیة اول در نقطه‌ای ب‌طول۱ مب قر ار گبرد. ۱ 

۲- منحنی(ر)) تمایش تغییرات ی سس 
ت: 

۳ ازروی منحثی (ر)) دیشه‌های ممادله : 

ه جد (۲ )۲ و( ۱۳۲-۱ ) ۲ »۳۱۲۱ )۱( 

را با اعداد سل و ۱ مقاأیسه‌کرده و نتیجه دا دد جدولی ثقل‌کنید , 

۴ خطوط ((]) به معادل وووع< بو با منحنی (ر)) عموماً دد د نقطه 
و و بر خودد می‌کند. نشان دهید که طولهای این دونقطه د یشه‌های‌مماد له 
(۱) هستند . ثابت‌کنید که بین خطوط ((1) فقط يك خط وجود دادد که در 


کِ" را رد سم 


از ای آن مثلت ۸۳ در زاویه )0 رد مختصات) قادمه است و این‌خط ۱ 


با لای محجو رز طول وافع‌است. 
۵ - کرحل قدمت قبل معادله‌ای بصو زب ۵ بت ۲ - 1 - 112۲ بیدا 


خواهید کر د ۰ 


952 ف 


اما ما ؟ مت 


الف - جهت تحدب وتقر و مختمات تتمله عطف منحنی تابم: 
۲ برس رح و دا تعیین کنید . 

ب - توابع ادلی تابع مز بود دا پندا کنید وین آنها آن را انتعای 
دنت که مدا پر منحنی نظیر آن در نقطه‌ای به طول ۲ از مبداً مختسات ,گرد 
. مسئِلة ۲ مثحنی نمایش تنییرات تابع زیردا دسم‌کنید: ۱ 

۴و۲ ۴ ور 


۱ و 


4 


را رسم کنید ۰ 
ثانیا- معادلهٌ نت ۱ سل و۳ ات و نت ی (۱) را حل کنید و تحقیق 

کنید که دیشه‌های معادلهُ (۱) طولهای تقاط عطف منحنی تابم فوق هستند. 
تا " ا گردیشه‌های مماد له (۱) را ۱ ۰ 357 ٩‏ 1۲ فرض‌کرده و در 
تاپع فورق قر اد دهیم ۱ سه مقداد ۰ ۰ 7۲ لب بدست خواهند آمد . ثابت 
کنید که ه نا ]۸ و ۲ 8 و ۳ 
1 ۸ و 


9 دوی يك خط مستقیم قراد 


دار ند . 
مسئله دوم - در معاد له ۵ عد ۳ - ورزر ۴ سل پروور ۳ ۲ بو( ۱ هو ) 
مقأدیر 1۳ را آ نطود تمیین کنید تا يك‌ديشه معادله بزد گثر از ۲ -- و کوچکتر 


از واعد: ناشن 
مسئلف سوم مه توابع او یه تا پم زیردا حساب کنید: 
۳۸ ۲۶۲-۱ 
در 
۳ ۱- دد تأبع ۱-۸۹۵ ۵۳ بو ضرایپ و ۱ط دع 
و دا تطور بیا بید تأ منحنی در نقطهٌ به طول ۱ -- برمحور طول مماس شود 
8 ۱ رت 9 


۱ ۱ .۰ 
موازی خط ه ح ۳۷ .| یو شود , 139 


اب( ۱۳5 ۱ 


۲ منحنی (6) نمایش تغیبرات تابم (۳-)۲۱(۲) عد بو دا 

فوم ( م ق زنه دو تساه ]هر و 3 را که هر دو روی منحنی قراد 
یت ۳ ۳ 

دار ند به‌هم وصل‌کنید وسعاح محصود بن ملحنی (0) و وتر ۸8 دا بدست 

آورید . 

۳- از نقطهً مذکور 3 خطی باضر یب‌زاویه‌ای ویر مرور دهید. این خط 
با منحنی (()) عموماً دد دو نطة و[ بر خودد می‌کند. ثابت‌کنیدکه مکان 
منسی نقطاً () وسط پارء خط 187 خط ثابتی است‌که معادلا آن دا تعیین 
خواهید کرد . ۱ 

۴- ثا بت کنید که دو نقطهٌ 33 و ٩‏ ءمکن نیست هر دوسمت چپ نقطه 1 
قراد گر ند و حدود ووز را وقتی‌که هردو آنها موجود و سمت داست نفطه 13 

۵- هه فرض 2:۱ ۲0 مختصات دو نعملة ۷ و ۷ دا حساب ننید و نغان 


دهد که‌این دو نقطله محلهای بر خودد منحنی(ر)) بامنحنی( ن)) نم‌ا یش تفییر ات 


: طل ۳ ِِِ شند . بارعایت‌این نکنه 
تابع 9 حِ ۲ می‌باشند . بادعایت‌این 
منحنی 09 را مالی صفحد محورهای منحنی () رسم کنید. 

#9 هس48 افیا کب در تنداد دیشه‌های معادله : 


۵ سین و ۲ و۳0 ور ده ازای مقاأدیر مختلف [/ بیحث گنید. 


3 ۲ مفروض‌است.الف- بدوت انا اه آزمشاق 


مت محور / بیدا قنیف و را اه عملف آن را <ساب کید . جازدنت 
شکل منحثی بحثك ٩‏ دا تحمیق کنید . 


فا د و مه | ۷ عالامت عبارت۱ ر/ »و۲ را به‌ازای مقأدیر هختلف 


۱ 
|۱2 


۳ 


۵۷ ات 


بیدا کنیدودرجدولی بو تسیثد » ۲ تبع + باس 9 مفروضش است . 

الف - مثحنی نمایش تفیبرات آن دا دسم کنید . 

ب - نقطه‌ایاذمنحنی فوق داییداکنید که‌خط مماس بر آن با خطمجانب 
مایل آن , زاویةٌ ۱۳۵۴ یا ۴۵۴ بسازد . دداین صورت معادلةٌ خط مماس 
دا پنویسید . 

ج - سطح محصور بین منحثی فوق و مجانب مایل آن ودو خط ۱ سح 
و ۲ :-< ز راحساب‌کنید . 
آهتحان جبر سال‌ششمزد یاضی دبیرستانباوداو طلبان متفر قة کشود 

در خرداد ماه ۱۳۴۴ 
(مدت ۲/۵ ساعت) 
۳۵ ۲ -1- ۲ 
7 ۲ و وو] ست ۲ ز 

۱ بدون استفاده از مشتق ثاپت‌کنید که ماکزیمم و مینیمم این تأبع 
به‌فرض آنکه موجود باشند متحدالعلامه‌اند . مقادیر ووو دا آنطود بیابید که 
ما کزیمم تایع , 4برابرمينيمم آن باشد . 


عب ۷۲ مدروصض است : 


3-1-۳ 


ح پ» را ر 
۲ وت و ۳ 
کنید , و به‌کمك آن , اعداد ۲- و ۱-- را با دیشه‌های ممعادله : 


ه -< (۱- )۲ بو( ۱ )تما (۱) 
کاملا مقایسه نمایید . 


۲ - منحنی (/)) نمایش تغیبرات تابم 


۳ - خط ((1) به‌سعادلهٌ وت و منحنی (2)) دا عموماً دردو نطا ۸ 
و 13 قطع می‌نمایه که طولهای این نقاط دیشه‌های معادلةٌ (۱) هستند - اگر 
۲ ۳۳ تصادیر آنها برمحورطول باشند. , ثابت کنید که نعطهٌ ثابتی مانند 1 
پرمحودطول آ نطود می‌توان یاقت که چون خط ((1) به موازات خود حرکت 
کنی عاصا شرف و هد واه ان ای دافد ی طرل اون او 
مقدارثایت دا تعیین‌کنید واز آن نتیجه بگیرید که دو نقطه دوی مثحنی وجود 
دار نه که تصاویبی آنها برمحورطول مزدوج توافقی نقاط اهر و ۳[ هستند . 


این دو نقطه دا بیدا کنید . 129 


2 ۱ب 


۱۶ 
۳ 


الف - جهت تحدب و تمس منحنی ( "ر)) نمایش تغیرات اف تأبع را 


ی 0 ماج و مفروض است : 
نسبت به محودعرضها بردسی نمایید وبمد منحنی ()) رادردستگاه محودهای 
منحنی (ر)) دسم کنید . 
مایب ات ماس وله ما کی ان زا رت 
کنید وسلح محصود بین منحثی و این دو ممای دا که در دبع دوم قراد دارد 
ات ی 
۵ - ثابت‌کنیدکه بردو منحنی (ن)) و (/)) نقاطی به‌طولهای «شترك 
وجود دار ندکه درآن نقاط مماس برمنحنی ("/6) موازی قائم برمنحنی (62) 
است وبخصوص در یکی از نقاط تقاطع دو منحنی ممای پرمنحنی (4) قائم 
بررمنحنی (/)) می‌باشد . مختصات این نقطه و طولهای آن نقاط دا بدست 
آودید , 
یاد ]ری : قسمتهای مختاف مسئلةً فوق به‌هم بستگی نداد ند ومی‌توان 
هرقسمت دا مستقلا حل‌کرد . 
امتحان‌جبر سال‌ششمد_باضی دبیر ستا نهادداو طلبان متفر قأ کشود 
در شهر یورماه ۱۳۴۴ 
(مدت ۲/۵ ساعت) 


. ۲۸ -- زر ۳۳ "۳ 
[ - تأبع 5 آ و" مفروض است : 


٩‏ - ثابت‌کنید که منحنیهای نمایش تفییرات‌تابع فوق از دو نقطه ا بت 
می گذر ند واین دو نقطه روی حطی موازی محود طول قرار داد ند . مختصات 
آن دو نقطه و معادلهٌ این خط داییدا کنید . 

۲ - مقدار داآ نطودبیا بید که طولهای نقاط ماأگر یمم و مینیمم منحنی 
تأبم‌عکس یکدیگر باشند وضمناً تحقیق‌کنید که به‌ازای جمیم مقادیر و حاصل 


۱ 
۳ 952 


تست 


(7(ححنت نت سا ات سس« سس سب و 


م۲ بت 


جمم مقادیر ما ئز یمم و مینیمم تابع ممداری است تا مت : این مقداد ثابت را 
حساب کنید . 


اس ِِِِ ۳ دسم کنید ۳ 


۳- منحنی ()) نمایش توکس 
اگی ۸ و 19 بترتیب نقاط تقاطم (ر)) با محورهای طول و عرض باشند ؛ 
معادلة خط ( ۸ راپئو سید 2 دضع آن را بامنحنی تحقیق کنید داین حط را 
در صفحه محورهای منحنی (ر) بکشید . 
را در صفحه محورهای «فحفئی (ر6) رسم کنید 1 مماس فن | ۵ منحنئی رادر نفطه 
بیدا ودس کنید و تحقیق نمایید که این ممای قائم بر‌منحنی (ر4) در همین 
نقطه است . 
1 - مقدار حقبقی کس ‏ ۲ 5 

(۴ ۳۹۲-۲ -۲()۲-ر) 
۱ عح یو و ۲ دعر حساب‌کنید ,وضمناً کسرفوق دا به‌ساده‌ترین صودت خود 
تبدیل کنید . 


را به ازای 


ِ ۳۳ ۱ 
توابم اولیة و دا بدست آودید و سطح محصور 


( 
بل منحلی ودوخط 22۱ 1 و 2۱ 10 < »1 را حساب کنید وحه این سطح را 
وقتی که 0 ندمت ۷۲میل می گند » پید! کنید (دسم منحنی تابم لزومی ندارد) 
امتحان جر سال‌ششمر باضی دبیر ستا نهادداو طلبان متفر ق کشود 

در خرداد ماه ۱۳۴ 

(مدت ۲/۵ ساعت) 

ی اتب 2 ۱ ۲ 

۱ - الف - تا سس تسا تخت د, است . مما ۱ 
ق۳۳۳3 ۲ معفردص دس 864 و رد 
حساب کنید بطر یمی که خط 7۱ ۲ ۲۲ در نعطه وافع در روی محوار !۲۷7 
لس مت بدون انتما ده از مشق مقادیر ما گز یمم تم تابع 


ی 


(۱ + »ر) ۲ 
۲(۲ سب عو) 


۳ از اف دو مقدار نسمت بینها یت میل می کند * 


سد ۲7 راحساب کنید و بخصوص توضیح دهید که بهچهدلیل 


ج - مختصات نقطه عطف و جهت تحدب و تقمر منحنی نمایش تابم 
۲(۲ - >) ۱ 


(اسلدع()۲ ِ ۱ 
۲۲ هز) و۰ 


د - دول و مثحنی نمایش تغیبرات تأبم 
۸ تسد یز ۲ و ۲ را دريك دستگاه محورهای مختصات دسم‌کنید . 

۲-دروجود وعلامت زیشه‌های معادلاددجةٌ سوم ه سد ووو سا ۳۳۲ 6ز 
به‌ازای مقادیرمختلف ۲ بحث‌کنید . 

اگر(۲-) یکی از دیشه‌های معادلةٌ ددجه سوم پالا باشد مقداد ۱ 
مور اه تشاب کم , 

۳۲ - جدول و منحنی نمایش تغییرات تابع ۲م 2-۲۷ ۷ 
را دسم کنید ۱ 

۴ تابع ۳(۲--۲۱ - ۲ )(۱-- )2۸ ب مفروضش است . تابع 
اولیة این تابع دا بقسمی حساب کنیدکه به‌ازای (۱ ععد) مقداد آث برابر 
(۱۶) گردد . 
امتحان‌جبر سال‌ششمد باضی دبیر ستانهادداد طلبان متفرق کشور 

درشهر یودماه ۱۳۴۵ (مدت ۲/۵ ساعت) 


0 ۲ ۲-۴ 
۱ مبعل4 ادل - تأبع ۳ 0۲ 


۲ معروضش است : 
۳ج -- و مس زر 
9 


۱ - بدونا استفاده ازمشتق ثا بت کنید که به‌ازای جمیع مقادیر 8 یکی‌از 
دومتدارما کزیمم یا مینیمم تابم مقدادی است ثابت . سپس مقادیر و داحساب 


کنر بطر یفی که مقداد دیگر ما کز یمم بامینیمم تأبع ۳ [نسس) باشد , 


۱ 


۱2 


۳ 


۸۲ ای 


۲- جدول ومنحنی (ن)) نمایش لت وشات سس 


ر رس کنید . 

۳- مقادیری اذ 0 دا تعیین کنیدکه خط جوو س< ۲ منحنی () دا در 
دو نتطه قطم‌کند یا بر آن ممای‌گردد . 

۴- خط جو بو اکثراً منحنی (6) دا در دو نقطا ]1 و قطلم 
می‌کند ؛ مطلوب است مکان عندسی نفطهٌ ۳ وسط باره خط ]۷ . 

۵- مقادیر حور دا بطریقی تعیین کنیدکه یکی ازطولهای نقاط تقاطم خط 
۵ < 7 بامنحنی (م)) بین دوعدد (۱ و ۲ -- ) باشد . 

مسکله دوم - اولا" جدول و منحنی (ن)) نمایش تفییرات تابع 
مس بو -د 7 را رسم کنید 

انیا - معادلات مماسهاییراکه از نقطهٌ (۲- و ۰) ۸۸ برمنحنی(6)) 
دسم می‌شو ند بنو یسید ومختصات نقاط تماس دا <ساب‌کنید . 

ثالثْا- سطح محصود بین مثحثی (۱)) و محود وها دا حساب‌کنيد . 


امتحان‌جس ‌سال ششير باصی دبیرستانبا و داوطلبان متفر 3 کشو ر 
در خرداد ماه ۶ (مدت ۲/۵ ساعت) 


ی ۷ ۱ 
مسئل ادل تست تأپع ک سدو مفر وص است : 


الف و و و داچنان بیدا کنید که منحنی نمایش تفییرات تابع فوق 
محور طولها دا در نقطه‌ای به طول ۱ < »ز قطم کرده و ضرسزاو به‌ای خط 
مماس برمنحنی دداین نقطه , ۲۷- <- 0 باشد . 
( 2 )۲۷ 


-- ر 
۲۹-۷۳۲ ) 


ب - جدولومنحنی ز) نمایش‌تغییرات تابع 
دسم کنید ۰ 


ج- جهت تمعر و تحدب هنحنی ر) دا نسیت به وهای مثبت‌پید | گر ده و 


یزیر ۳ س 


د ‏ سطح محصور بين منحنی ز) و محودهای مختصات دا در ناحیه 
ادل بیدا شید . 
ه - در تنداد دیشه‌های معادله : 
(۱- )۲۷ عحد ۳(۲ -- ۲۲ ) 16 
برحس ممادیر مختلف ع1 پدون استفاده ازمنحنی ر) بحث کنید . 
مسکل دوم معادله ه سح یر۴ ۱(۲۲ و) - (۲ +4 )7-۲۲ 


مفرودصض است : 
اولا و دا چنان پیداکنیهکه عرض نع ما کزیمم منحنی‌تابم فوق. 
۲ سل ۲۷/۲ باشد . 


انیا ثابت کنید که نقعله 0 مرکز تفادن منحنی ,ر) به معادله : 


هس و۴ ۲و۲ (۲ سا هر) 7و۲ مت 7 مي‌باشد . 


ثا لثا_جدول ومنحنی,) نما یش تغییرات‌تا بع ۴-۲ / 1-۲ رح ۲ 


را رس کنید . 

دابیاً - از مدا مختصات , خطی باضریب‌زاویه‌ای وت مرود می‌دهیم‌تا 
مئحتی ی دا بغیراز مبداً , در نقطه ‏ قطم کند ! مطلوب‌است تعیین «برای 
آنکه ۲ -- ۸ر() باشد . 

انا مب تقلد(ع: مانند ۷[ بر‌منحنی یأفت می‌شود که جون‌به نقطه 


ادا که و نا ۷ ۱۵ ندهه.: 


اهتحان جبر سال ششيد باضی‌دبیر ستا نها و دادطلبان متفر قا کشور 


درشهر یورماه ۱۳۴۶ (مدت ۲/۵ ساعت) 


۱ 
لِ " مسئله اوال تابم ؛ 
۲ 
6 کب و 4 (ه عدو) 


۲-1 2-۲۵8 


۱2 


ده سس سس 


مس سا دا مت من نم سر مت 


00 


۱- جهت تغییرات و ماکزیمم با مینیمم این تابم دا به اذای مقادیر 
مختلف و تعیین کنی . 


8-۲ راطودی تعیین تمایید که خط ‏ سب حد یز محور تفا رن منحنی 


تایم باشد . 
۳ - جدول و منحنی (/)) نمایش تغییرات تایم : 
۲ -- جر ۲ و 
2 
را دسم نمایید . 

۴ - معادله‌ای تشکیل دهید که ریشه‌مایش طولهای نقاط تقاط خط 
عد ۲ با منحلی (ب) باشد . ثابت کنید به ازای ۱ عد ور این خط در 
نقطه‌ای ما نند گر بر منحنی ممای و در نقطة ۳ باآن متفاطم است ؛ مختصات 
نقاط ‏ و ] دا بدست آور ید . 

1 مسئله دوم تاپع ط ۲ وج لد ۲ 36 ۲ مفروش است : 

0- ضرایب و و دا نطود بیانیدکه فاگ بر مثئحنی در نفطه ۷ از 
آن , خط ((]) به معادلهٌ: ۷ یر بو۲۴ باشد. (طول نقطة ۷[ برابر 
۲ است ) . 

۲- جهت تقعریا تحدب و نقاط عطف منحنی (,:0) به معادلاً : 
۲۲۸ -- یوعد ۲ را مشخص دتعیین نمایید . 

۳- منحنی (,ن4) نمایش تنییرات تابم دو مجذودی : 

(۲ ۴()۲-4 -۲») حت و را دسم‌کنید . 

مسئلاسوم - اولا - منحنی(1) به معادله ۴۶ ۱/۲ + یو 
را رسم نمایید . 

انیا هر گاه ]۷[ نقطه‌ای اذ منحنی (۲۷]) به طول » باشد , مطلوب 
است تعیین معادلهٌ مکان هننسی نقطهٌ ۷۲ فرینهٌ ۷1[ نسبت به نقطلة 


(۷- و ۲- )دا وقتی ۵ تفییرمی‌نماید . 142 


هت 


پس‌از آن 1 بدون هیچگو نه محاسبه‌ای؛ ۳ منحنی و6 ۱/۲ -- »ت ‏ 
را در همان دستگاه محورهای مختصات که منحنی (۳) را دسم گر دها ید 


رسم نما یید ۰ 


امتحان جر سال شهم د باضید بیر ستا نها وداو طلبان‌متفر ق کشور 
در خرداد ماه ۷ (مدت ۲۵ ساعت) 


هو مسثلةٌ ادل - اولا" - جدول و منحنی (/)) نمایش تغییرات تابم : 
۲۷ -- ۲ 
آ(۱س )7 

را دس کنید . 

ثا نیا - به كمك منحنی ()) دیشه‌های معادلةٌ : 

۰ج روز -|- 2۲ (۱ -- 19 ) ۲ ت ۲ »و (۱-- 0 ) 

را با دو عدد ۱ و ۲ مقأسه‌کرده و نئیجه را در جدولی هر وا نو سید » 

ثالثا - ثابت‌کنید خط ۱ محور تتارن منحنی (0) است . 

داپیاً - سطلح محصود بین متحنی (ز)) و محود دما و دو خط 
۲ ححه و و هد یو و همچئین حجم حادث از دوران این سطح را حول 
محور وها حساب‌کنید . 

۱ 
خاسا - اذ نقطك, 6[ واقع دد صفحةً محورهای مختصات خط 
‌ 
۷ دا بر مثحنی (ن4) عمود می کنیم ( ۷[ بای عمود است) ؛ ثابت کنیه طول 
نقطه ۷[ از ممادله : 
۲-<۱(۲- )1 ۱(۳- >) 

بدست می‌آید و این معادله دا حل‌کرده طولهای نتطةٌ ۷ دا بدست آورید . 

مسئله دوم مطلوب است دسم جدول و منحنی ()) نمایش تفییرات 
تابع : 

۷/۰ سب 


ی " ۳ 


۱ 


۱ 


۱ 


952 تن 


۳ 


اسب باس مد 


ال اب بد 


اه نت 


مغله سوم اولا - برحسب مفاد بره‌ختلف 0 دد وجود درشه‌های 
- ۲ ون ۲-۱ ۶ 


انیا اگر "۲ و "۶ و" دیشه‌عای ممادلا فوق فرش شوند: 


مطلوب است محامبهٌ عبارت زیر به كمك 


ددابط بين ضرایب و دیثه‌های 
تا دزد درحه سوم ۹ 


ا) ۲ ( اعد اعو) 


امتحان جر سال‌شنم د باضی دبیر سنا نهاوداو طلمان‌متف قة کشور 
در شهر یودماه ۱۳۴۷ ( مدت ۲/۵ ساعت ) 


مسکلة اول س تابم : 
طاس )رجا مره ۷ 
مفروض است . 
الف ‏ دو پادامتر 2 و تا دا بطریتی تعیین‌کنید تا نقطةٌ مبنیمم منحنی 
([)) نموداد تابع فوق دوی محور طولها در نقطه‌ای به‌طول ۱ << واقع شود. 
ب - جدول و منحنی (0) نمایش تنییرات تابم : 


هه ۱ 
را رسم کنید ۱ 
ج - مختصات نقطةٌ عطف منحنی (م)) دا بیدا کرده وثا بت کنید این نقطه 
مر کز تقادن منحنی (2)) است . 143 


ات 


د - در تعداد وعلامت دیشه‌های ممادله درجه سوم : 
مد ([1س ۲ سا ۳ مت »و 
- سطح محصور دیرن مثحنی ب) ومحور ها را حساب کلید . 
4 مسثْل دوم - 
19 ۲-۵1 
۳ 8 ۳۱۲-۵ 


مفر وض است . ۳ + 2و . 
۷ نت معا ۳ ما کز یمم 5 هیایهم تأبم هوق را بیدا کنید ِ خو اهید 
دید که طول این نقاط فد به 2 ندارد ؛ سین دار امتر را «طر بمی تعبین 


تس ۱ 


: ۱ ‌ . 
کنیدکه مقداد ما کز یمم یأمینیمم تابع فوق برایر ی موق : 


۲- جدول ومنحنی (ن)) نمایش تغییر ات تابم 


۲ سل مرآ ۶( ۷ 
۳ )ره زو ۷ 
۳ رسم کنید 


مسقلهة سوم - 


۹ منحنی «قتین ات آن را (ب)) می نأمیم ممر‌وض است ۹ 
۱ اولا ت) قل 0 اشعانم. ۱۰( مشتق ثات دنید 4٩‏ هغحفی (2)) دارای نهسله 
ماگزیمم پا مینیمم تیست . 
تیا منحنی ()) نمایش تفییر ات تابم : 
۳ 1/6۲ عس ۱6 
س را رسم کنید ی 
با اما معادلات خطوط مماس و فائم برمنحنی (0۷) دا دد نقطه‌ای 


(2 


ی رو و مر کت 
7 یت اج دعس سید پوس ۰ب 


وید 


.۳ یط مه هد 
ات 7 ات ۳5۳۳۲۷ بو تسپ یت و 0۷ ات 0 سيي دوز ۸ سییر مس سار تسس پیت اس هد 


نت 
سس یت مسا بو ار سید 


وم 


امتحان‌جبر سال‌ششم ر.باضی دبیر سنا نهاوداو طلبان منفر قَةٌ کشور 
در خردادماه ۳۸ مدت ۱1۵ ساعت ( 


6 +4 روا ۲ )وم 
1۷ 


مفروض است . 
الف - بادامترهای 8 و 9 و 6 داطودی معین کنید کهخط ۷ مجانت 
نموداد تابم فوق بوده وعرض نفطهٌ مینیمم منحنی نمایش آن ۲ وه باشد . 
لس تب حدول محر , (ب)) ۳ بش تفییر ات تأبع : 
251 
را دسم کنین ۱ 
# بات از میداً ی دور حط بر مءحجنی )2( عم و د می کنیم ۱ مطلوبت 
است محاسبه نوات بای نت هو ها ۱ 
د ‏ دو میاه دوی معدور رها بات می‌شود که جون از آن تهاسا دومماس 
بر مذحنی (ب)) دم کنیم دو مماسی بر هم عمود باشند : مطلوت است تعیین 
ه - بهکوك منحنی (ب)) معلوم کنید معادلة : 
۲۱ 0-۰۲ ۲:۰)_ 
0-1-۱ :۲9 
در ازای جه مادیر 0 دارای جوات است . 
سس ۲ج /۷ )رس عع 17 
معر وض است ) 8 من ار معلوم ومنبتئی در نطر گر فته سله است) ۰ 
او لا - حدول ومنحتی (,)) نه‌ایش تغییر ات تأبع فوق را دس کنید. . 
( ۹ - 8با طوری پید | کنین که ی حجم جات وراه سصلح 


سم سِ 1 کل تم مت ری : فک ب ۲ ای ی ۲ 


بشستد. ری ( كِِ- 
3[ رل رایع نس ن خی ی ۳0۱939 


۴ ۱ 0 ۲۶۸۷ رن ۱ ۳ ششم دپاضی ۱ 
برس دم رک لا و2 سم 
منحنی [ ۲)) حول م<ور ۳ در فاصله 0 <ح- زر ۳ ۵8 ح< 2۸ نك سطح محصود سن کك 


منجبی ژمحور ۲ج | در همین فاصله ۳ 0 باشد ( منظود سیت دو عدذد 


۸1 سو ۵ ه مه فعا وله درحه سوم : 
هد 6 ۲ )رز 
مر وض ادا 
او لا _ درتعداد وعلامت دیبشه‌های معادله در جه‌سوم فوف در ازای مقأد بر 
بدا هت دا: ۵ و ۶ و ۲ ریعه های معادلهٌ درجه سوم فوق فرش 
۱ 
/ 
مسئلک جهار م - اد لا و محانبهای مع<نی [۲)) ره ها د له 
-4* 2۲ ۷ 
را بیدا کنید وا بت کید خط ۲ -- 1 محور تمادن منحنی (۲)) می با شف ۱ 
۵ ع ۰ ۳ ۲ ۳ 
ل سمز مستله تم س تابم : 
8۲-6 5۳ 
مار آ ماج / 


۱ 
شو ند , 1 را طور ی معلوم کنید که داشنه ندیم لس بح _ٍ 


۴ ۱ 0 
1 نمودار آن را (ب)) می نامیم و حط 7-0 ۷ مفروشند ‏ 1 ح ۲ 
ات کنید معادلةٌ مکان عندسی نقطةٌ ۳ ورط ۵ [ ۷۲ و ل نفاط 
تلاقی خط 18 ۷ بامنحنی (۳:)) می‌باشد ] عبارت است از : 


۲8 
۱: 4 


بین مسئلةٌ سوم و ( چهادم و پنجم) که مجموع بادمثان ۴ می‌باشد : 
ند لخواه یکی را انتخاب انید ؛ مسئلةٌ اول دوم اجباری اشتنگ: ‏ 


بان 
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